Глава 5.  Специальные  функции  и                                         алгоритмы  их  вычисления

� 	Под специальными функциями в широком смысле по�ни�мают со�во�купность отдельных классов функций, воз�ни�ка�ющих при решении как теоретических, так и ря��да при�клад��ных задач в самых разнообразных об�ластях ма�те�ма�ти�ки, физики и техники. В более узком смыс�ле под спе�ци�аль�ными функциями понимаются  функ�ции математической фи�зи�ки, появляющиеся при ин�те�гри��ровании диф�фе�рен�ци�аль�ных уравнений с част�ны�ми про�изводными методом раз�де�ле�ния переменных.

   Специальные функции могут быть определены с по�мо�щью степенных, тригонометрических рядов и рядов по ор�то�гональным функциям, производящих функций, бес�ко�неч�ных произведений, последовательного диф�фе�ре�н�ци�ро�ва�ния, интегральных представлений, а также диф�фе�рен�ци�аль�ных, разностных, интегральных и функ�ци�ональных урав�нений.

      К наиболее важным классам специальных функций, ча�ще всего встречающихся в приложениях, относятся гамма-функ�ция и связанные с ней функции, функции Бесселя и Эй�ри, интегральные синус и косинус, эл�лип�ти�ческие функ�ции Якоби и эллиптические интегралы, а так�же некоторые дру�гие функции.

	Вообще говоря, теория специальных функций (спец�функ�ций) связана с представлениями групп, ме�то�да�ми ин�тегральных представлений, опирающихся на обоб�ще�ние фор�мулы Родрига для классических ор�то�го�наль�ных мно�го�чле�нов, а также с методами теории ве�ро�ят�нос�тей. Однако рас�смотрение теоретических аспектов спец��функций как математических объектов не входит в за�да�чу настоящей главы, цель которой изучение вычислительных аспектов те�о�рии, для того чтобы эффективно применять аппарат спец�функ�ций при решении задач, возникающих в ма�те�ма��ти�чес�ких, физических и технических приложениях.

     В настоящее время имеется много справочников по спе�ци�альным функциям, среди которых, в первую оче�редь,  сле�дует отметить книгу Ю.Люка [1980], со�дер�жа�щую боль�шой табличный материал. Однако развитие чис�лен�но�го анализа и усовершенствование вы�чис�ли�тель�ных ма�шин делают экономически невыгодным хра�нить таблицы в па�мя�ти ЭВМ с тем, чтобы с помощью спе�ци�аль�ных про�грамм затем осуществлять их поиск для по�сле�дующей ин�тер�поляции. Поэтому весьма ак�ту�аль�ной является за�дача по�строения оптимальных ал�го�рит�мов, по�зво�ля�ю�щих вы�пол�нять вычисление широких клас�сов спе�ци�аль�ных функ�ций. 

	В данную главу включены под�го�тов�лен�ные к не�по�сред��ст�венному использованию на ЭВМ спе�ци�ально ото�бран�ные программные модули, ре�а�ли�зу�ю�щие на�и�бо�лее эф�фек�тив�ные алгоритмы вычисления спец�функ�ций. Материал гла�вы может оказаться весь�ма по�лез�ным для выбора на�и�бо�лее оп�тимальных подходов к по�стро�ению алгоритмов со��от�ветствующего класса. 

	Результаты, представленные здесь, можно ис�поль�зо�вать как дополнительный учеб�ный материал для кур�сов "Чис��ленные методы" и "Вы�чис�лительная физика", ко�то�рые ав�торы читают на фи�зи�ко-математическом фа�куль�те�те МПУ. Содержание главы включает в се�бя как крат�кое изложение основных определений и фор�му�ли�ров�ку раз�но�го рода представлений, так и при�ме�ры эф�фек�тивных ал�го�рит�мов вычисления спец�функ�ций с про�це�дурами на языке PASCAL (перевод с языка FOR�T�RAN в версии Fort�ran-77 [Бе�лашов, 1997] вы�полнен авторами), снаб�женными ре�зуль�татами тес�то�вых рас�че�тов.

	Представленный материал, кроме того, можно эф�фек�тив�но использовать при изучении ряда дис��циплин те�о�ре�ти�чес�кой физики (например, при ре�ше�нии задач дифракции на физических объектах, об�ла�да�ю��щих вы�со�кой степенью сим�метрии, при изучении не�ко��торых точ�но интегрируемых ма�тематических мо�де�лей в теории со�литонов и т.п.), а также быть полезным пре��по�да�ва�те�лям, ведущим со�от�вет�ст�ву�ющие курсы, и спе��циалистам, ра�бота которых требует применения сред�ств вы�чис�ли�тель�ной техники для решения со�от�вет�ству�ющих ма�те�ма�тических задач.

�( 1. ГАММА-ФУНКЦИЯ И СВЯЗАННЫЕ С НЕЙ ФУНКЦИИ

�

	Гамма-функция Г(z), по определению, есть ре�ше�ние функционального уравнения

Г(z+1) = z Г(z),    Г(1) = 1                         (5.1)

и является мероморфной функцией аргумента z = x + iy с  простыми полюсами в точках z = - n, n = 0, -1, -2, ... . Для целых значений аргумента m = 0, 1, 2, ... гамма-функция определяется через факториал

Г(m + 1) = m !  .                                (5.2)

Отметим также, что гамма-функция удовлетворяет урав�нению [Янке и др., 1968]

Г(z) Г( - z) � EMBED Equation.2  ���.

В пределах настоящего параграфа рассмотрим ал�го�рит�мы вычисления гамма-функции  и связанных с ней функ�ций только для z ( Re z = x, при этом для боль�ших � EMBED Equation.2  ��� имеет место асимптотическое разложение Стир�лин�га [Корн, Корн, 1984]:



 � EMBED Equation.2  ���        (5.3)



где абсолютная величина ошибки меньше модуля по�след�не�го удержанного члена. В ряде приложений боль�шое зна�че�ние играет не сама гамма-функция, а об�рат�ная ей функ�ция 1/Г(х), которая при x� EMBED Equation.2  ��� [-1, 1] мо�жет быть разложена в ряд [Справочник ..., 1979]

� EMBED Equation.2  ���,                      (5.4)

коэффициенты которого представлены в табл. 5.1.

Таблица 5.1

i�a� EMBED Equation.2  ����i�a� EMBED Equation.2  �����1�- 0.422784335092�7�- 0.000804341335��2�- 0.233093736365�8�- 0.000360851496��3�0.191091101162�9�0.000145624324��4�- 0.024552490887�10�1.7527917e-5��5�- 0.017645242118�11�2.625721e-6��6�0.008023278113�12�1.328554e-6��

    Логарифмическая производная ( (x) гамма-функции определяется выражением [Справочник ..., 1979]

( (z) = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���, ( (1) =  -0.5772156649015...

Вычисление  ( (x) можно проводить как с учетом фор��му�лы  (5.4), так и на основании соотношений

( (x) = ((x+1) - 1/x;    ((x) = -( ctg ((x) + ( (1-x)    (5.5)

или асимптотического разложения 

    � EMBED Equation.2  ���  (5.6)

	Полная бета-функция есть, по определению Корн и др. (1984),

� EMBED Equation.2  ���.

     Неполные гамма-функция � EMBED Equation.2  ��� и бета-функция  � EMBED Equation.2  ��� определяются аналитическим продолжением ин�те��гралов в верхние полуплоскости  со�от�вет�с�т�венно p и p, q:

                     � EMBED Equation.2  ���      Re (p) > 0 ;

� EMBED Equation.2  ���                (5.7)

Re (p) > 0 ; Re (q) > 0 ; 0 ( z (1.

	Отметим, что значения неполной гамма-функции при x = z ( Re z,  a= p ( Re p легко могут быть вы�чис�ле��ны с помощью разложения в степенной ряд [Янке и др., 1968]

� EMBED Equation.2  ��� .                     (5.8)

	Еще одна величина, связанная с гамма-функцией и на�зываемая отношением неполной бета-функции, опре�де��ляется по формуле

� EMBED Equation.2  ���                       (5.9)  

при этом для x = z ( Re z справедливо следующее со�от�но��шение симметрии:

� EMBED Equation.2  ���.               (5.10)

	На основании введенных определений построены про�це�дуры вычисления Г(х), 1/Г(х), ((х), Гх(р) и � EMBED Equation.2  ���

	С помощью процедуры-функции gamf в за�ви�си�мос��ти от способа ее вызова вычисляют Г(x) или 1/Г(x), ис�клю�чая вначале (в первом случае) точки x = 0, -1, -2, ..., где Г(x) имеет полюсы, и приводя затем значения ар�гу�мен�та к x� EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� [-1, 1]  на основании соотношения (5.1). В слу�чае если при заданном значении аргумента вы�чис�ля�е�мая функция Г(x) имеет полюс, выход из программы осуществляется путем обращения к программе об�ра�бот�ки ошибки. Ос�нов�ной вычислительный процесс стро�ится на использовании раз�ложения обратной гам�ма-функции (5.4).

	Формальные параметры процедуры. Входные: x (тип re�al) - аргумент гамма-функции; k (тип integer) - пе�ре�клю�ча�тель: при k = -1 вычисляется 1/Г(x), при всех других зна�чениях k полагается равным Г(x). Выходной: gamf (тип double) - зна�че�ние Г(x) или  1/Г(x).

function gamf (x: real;k:integer) : real;

var g : real;

label a0, a1, a2, a3;

begin   

	if (k<> -1) and int(x)=-abs(x) then

	begin

		write (“ошибка в исходных данных “);

		exit;

	end;

	gamf:=1;

	while  x>1 do    

	begin 

		x:=x-1; 

		gamf=gamf*x; 

	end;

    gamf:=1/gamf;

	while x<-1 do    

	begin 

		gamf:=gamf*x; 

		x:=x+1; 

	end;

    if x<>1 then 

	begin

    	g:=(((((((((-0.00000018122*x+0.000001328554)*x

		 -0.000002625721)*x-0.000017527917)*x+

		0.000145624324)*x-0.000360851496)*x-					0.000804341335)*x+0.008023278113)*x

          -0.017645242118)*x-0.024552490887)*x;

	gamf:=gamf*((((g+0.191091101162)*x-						0.233093736365)*x-0.422784335092)*x+

		1)*x*(1+x);

 	end;   

	if k = -1 then exit;

    gamf:=1/gamf

end {gamf}.

    Процедура-функция gamf была получена путем не�ко��торой переработки и перевода программы вы�чис�ле�ния гамма-функции, приведенной в работе Янке и др. (1968),  с языка Бей�си�к вначале на язык FORTRAN [Бе�ла�шов, 1997], а затем на язык PASCAL и про�тес�ти�ро�ва�на на  IBM PC/AT-286 при x = 5, -2.5 для k = 1, -1, ког�да таб�личные значения Г(x) равны соответственно

Г(5) = 24,  Г(-2.5)  = -0.945308720...  .

	Полученные при этом результаты (см. табл. 5.2)  сов��па�дают с точными до восьмого десятичного зна���ка.

Таблица 5.2

      x� k = 1                        �k = -1��5�24.00000000�0.04166667��-2.5�-0.94530872�-1.05785544 ��	Другой алгоритм вычисления Г(x) и 1/Г(x), ос�но�ван�ный на использовании асимптотического разложения Стир�линга (5.3), реализован в процедуре-функции gamf1, зна�чения формальных параметров  в которой те же, что и в процедуре-функции gamf.

function gamf1(x: real;k: integer) : real;

begin  

	gamf1:=1;     

	if (k<> -1) and int(x)=-abs(x) then

	begin

		write (“ошибка в исходных данных ‘);

		exit;

	end;

	while  x<15 do   

	begin 

		gamf1:=gamf1/x; 

		x:=x+1; 

	end;

   	gamf1:=gamf1*sqrt(2*3.141592655/x)

				*exp(-x+x*ln(x));

   	x:=1/x;          

	gamf1:=gamf1*(1+x*(1/12+x*(1/288-

				x*(1339/51840+x*571/2488320))));

    if k <>-1 then exit;            

	gamf1:=1/gamf1

end {****gamf1****}.

	Процедура-функция gamf1 была получена путем пе�ре�работки и перевода Бейсик-программы вы�чис�ле�ния гам�ма-функции, приведенной в работе Гринчишина и др. (1988), на язык FORTRAN [Белашов, 1997], а затем на язык PAS�CAL и протестирована на IBM PC/AT-286. По�лу�чен�ные при этом результаты совпадают с точ�нос�тью 10-8 с ре�зуль�татами вычислений процедуры-функ�ции gamf, при�ве�денными в табл. 5.2.

    Замечание. Процедуру-функцию gamf1 ре�ко�мен�ду�ет��ся использовать для значений аргумента х ( 15, од�на�ко ее можно с успехом применять и для малых x, так как в этом случае предусматривается  приведение зна�че�ния ар���гумента к x = 15 в соответствие с со�от�но�ше�ни�ем (5.1), на что, правда, расходуется дополнительное про��цес�сор��ное время.

   Вычисление логарифмической производной гамма-функ�ции ( (х) с использованием формул (5.5) и асим�п�то��ти�чес�ко�го разложения (5.6) реализовано в процедуре-фун�к�ции  glogd. Исключение полюсов функции ( (х) при х = 0, -1, -2, ... производится так же, как в про�це�ду�рах-функциях gamf и gamf1.

    Формальные параметры процедуры. Входной: x (тип do��uble) - значение аргумента x. Выходной: glogd (тип do�u�b�le) -  значение функции ( (x). Как и в процедурах-функ�ци�ях gamf и gamf1, при x = 0, -1, -2, ... , когда ( (x) имеет по�люсы, осуществляется выход к внешней процедуре об�ра�ботки ошибки.

Function glogd(x: double) : double;

var pi : real;

begin   

	if int(x)=-abs(x) then

	begin

		write (“ошибка в исходных данных ‘);

		exit;

	end;

    if x=1 then 

	begin 

		glogd:=-0.5772156649; 

		exit; 

	end;

    glogd:=0; 

	pi:=3.1415926535;

    if x<-2 then 

	begin 

		glogd:=-pi*cos(pi*x)/sin(pi*x); 

		x:=1-x 

	end;

	while  x<15 do 

	begin

		glogd:=glogd-1/x; 

		x:=x+1; 

	end;

	x:=1/(x-1); 

	glogd:=glogd-ln(x)+x/2; 

	x:=x*2;

    glogd:=glogd-x*((x/21-0.1)*x+1)/12

 end {****glogd****}.

	Процедура-функция glogd была получена путем пе�ре��ра��ботки и перевода на язык PASCAL FOR�TRAN-про��грам��мы вычисления ((x) [Белашов, 1997] и про�тес�ти�рована на  IBM PC/AT-286.  При этом ре�зуль�та�ты,  по��лученные  для x=  = 0.5,  1,

              ((0.5) = -1.96351003;  ((1)  = -0.577215665

совпадают с точностью 10-8 с результатами, при�ве�ден�ны��ми в работе Гринчишина и др. (1988).

   Замечание. Для процедуры glogd справедливо то же замечание, что и для процедуры gamf1.

	Вычисление неполной гамма-функции Гх(а) с ис�поль�зованием ее разложения в степенной ряд (5.8) реализовано в процедуре-функции ugamf. При этом вначале исключаются точки a = 0, -1, -2, ... , в которых функция не определена. Точность вычисления Гх(а) за�да�ется при вызове функции.

    Формальные параметры процедуры. Входные: x, a (тип real) - амплитуда и аргумент функции Гх(а); eps (тип real) - точность вычисления. Выходной: ugamf (тип double) - значение неполной гамма-функции с точ�нос�тью eps.

Finction ugamf (x,a,eps : real) ; real;

var s, s1: real i : integer;

label a1;

begin  

if int(a)=-abs(a) then

	begin

		write (“ошибка в исходных данных ‘);

		exit;

	end;

	ugamf:=1/a; 	i:=1; 	s:=1;

	repeat

	     s:=-s*x/i; 		s1:=s/(a+i); 

		i:=i+1;  		ugamf:=ugamf+s1;

	until  abs(s1) <= eps*abs(ugamf);

	ugamf:=ugamf*x a

end { *** ugamf *** }.

	Процедура-функция ugamf получена путем пе���ре�ра���ботки и перевода на язык PASCAL про�грам�мы вы�чис�ления неполной гамма-функции Гх(а) [Бе�ла�шов, 1997] и про�тестирована на  IBM PC/AT-286 для тех же зна�че�ний x и a. Результат вычисления Г2(3) = 0.646647167 при за�да�вав�шей�ся точности ( = 1e-8 совпадает с конт�роль�ным с точ�нос�тью до вось��ми десятичных знаков.

    Вычисление отношения неполной бета-функции � EMBED Equation.2  ��� (5.9) при x = z ( Re z, p ( Re p, q ( Re q ре�а�ли�зо�ва�но в про�цедуре-функции ubetf на основании раз�ло�же�ния � EMBED Equation.2  ��� в степенной ряд, при этом в целях оп�ти�ми�за�ции про�цесса сходимости ряда при x > 0.5 ис�поль�зу�ется со��от��ношение симметрии (5.10). В процедуре пред�ва�ри�тель�но про�веряется соответствие вводимых значений ам�плитуды и аргументов областям их оп�ре�де�ле�ния [см. вы�ражение (5.7)]; в случае если  неравенства (5.7) не удов�ле�тво�ря�ют�ся, осуществляется выход из процедуры к внешней про�грам�ме обработки ошибки. Точность вы�чис�ления задается при вызове процедуры-функции.

    Формальные параметры процедуры. Входные: x, p, q (тип real) - амплитуда и аргументы функции � EMBED Equation.2  ���; eps (тип real) - задаваемая точность. Выходной: ubetf (тип do�ub�le) - вычисленное с точностью eps значение от�но�шения не�полной бета-функции � EMBED Equation.2  ���.

Function ubetf (x,p,q,eps : real ) : real;

var w,t,t1,s1,s2,r,r1,q1,i,u : real ;

label a2, a3, a4, a5, a6;

{*** Вначале определяется процедура-функция g,

         используемая в основной процедуре-функции

         ubetf, начинающейся с метки beg; ***}

     function g(u: real) : real;

     var gl : real;

     begin		g:=1;

           while  u>1 do 

		begin  	

			u:=u-1; 	g:=g/u; 	

		end;

         g1:=(((((((((-0.00000018122*u+0.000001328554)*u

	                 -0.000002625721)*u-0.000017527917)*u+

				0.000145624324)*u-0.000360851496)*u-

				0.000804341335)*u+0.008023278113)*u

                		-0.017645242118)*u-0.024552490887)*u;

		g:=g*((((g1+0.191091101162)*u-									0.233093736365)*u-0.422784335092)*u+

				1)*u*(1+u);

		g:=1/g

	end { *** g *** };

{ **** начало основной программы *** }

 begin  

	if x>1 or x<0 or p<0 or q<0 then 

	begin

		write (“ошибка в исходных данных ‘);

		exit;

	end;

	if x=0 or x=1 then 

	begin 

		ubetf:=x; 

		exit; 

	end;

	w:=0;  

	if x>0.5 then 	begin 

		t:=p; 

		p:=q; 		q:=t; 		

		x:=x-1; 

		w:=1 

	end;

    s2:=0; 

( 1. Гамма-функция и связанные с ней функции
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Глава 5. Специальные функции и алгоритмы их вычисления



( 1. Гамма-функция и связанные с ней функции








