( 7. ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ДРОБНОГО ПОРЯДКА


�
	К функциям Бесселя дробного порядка относят сфе�ри�ческие и модифицированные сферические функции Бес�селя, а также функции Эйри.


	Сферические и модифицированные сферические функ�ции Бесселя определяются как решения уравнений


� EMBED Equation.2  ���   (5.49)


(здесь и далее верхние знаки отвечают случаю сфе�ри�чес��ких, а нижние - модифицированных сферических фун�к�ций). Так, сферическая и модифицированная сфе�ри�чес�кая функции Бесселя есть


I рода 


� EMBED Equation.2  ���   и  � EMBED Equation.2  ���,


II рода


� EMBED Equation.2  ���   и   � EMBED Equation.2  ���,


III рода


� EMBED Equation.2  ���,     � EMBED Equation.2  ���,


� EMBED Equation.2  ���.


	Все эти функции удовлетворяют следующим ре�кур�рен�тным  соотношениям [Справочник ..., 1979]:


 � EMBED Equation.2  ���,          (5.50)


при этом


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���





	Пары функций � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� являются линейно независимыми ре��ше�ниями соответствующего уравнения (5.49) для лю�бо��го n.


	Сферические и модифицированные сферические функ�ции Бесселя I и II рода могут быть представлены в ви�де степенных рядов [Справочник ..., 1979]:





 � EMBED Equation.2  ���    (5.51)





где s = 1 для функций I рода и s = 2 для функций II ро�да.


	Рассмотрим приведенные в работе Белашова (1997) и пе�реведенные авторами с языка FORTRAN на язык  PAS��CAL процедуры, в соответствии с которыми вы�чис��ляются сферические функции Бесселя на основе ре�кур��рентных формул (5.50) и разложений (5.51) для ар�гу�мен�та x  =  z  (  (Re z.


    С помощью процедуры-функции jinx1 вычисляется в за��ви�си�мос�ти от способа ее вызова значение сфе�ри�чес�кой � EMBED Equation.2  ��� или модифицированной сферической � EMBED Equation.2  ��� функ���ции Бес�се�ля на основании рекуррентного со�от�но�ше��ния (5.50) для про�извольного целого n ( 0. При x = 0, ког�да вы�чис�ляемые функции не определены, осу�щес�тв�ля�ется вы�ход к внешней программе обработки ошибки.


	Формальные параметры процедуры. Входные: n (тип integer) - порядок; x (тип double) - аргумент функции; k (тип integer) - ключ, значение которого определяет вы�бор вы�числяемой функции: при k = -1 вычисляется � EMBED Equation.2  ���, при k = 1 - � EMBED Equation.2  ���. Выходной: jinx1 (иден�ти�фи�ка�тор процедуры-функ�ции, тип double) - вычисленное зна�че�ние со�от�вет�ст�ву�ю�щей функции.


function jinx1(n,k : integer;x1 : double) : double;


var  x,g,c : double;


begin


	if(x1 = 0.) then exit;


	x  :=  double(x1);


    if(k.EQ.-1)then


    begin


		jinx1  :=  sin(x)/x ;


          g  :=  cos(x)/x ;


	end


    else


    begin


		jinx1  :=  (exp(x)-exp(-x))/2./x;


          g  :=  sqrt(1.+(jinx1*x)* (jinx1*x))/x;


    end;


    if(n <>0)then


    for  i  :=  1 to n  do


	begin


		c  :=  jinx1;


		jinx1  :=  k*(g-jinx1*(2*i-1)/x);


		g  :=  c;


	end;


end.


    Процедура-функция jinx1 тестировалась на IBM PC/AT-286 для n = 2, 3; x = 1, 3. Полученные ре�зуль�та�ты, при�веденные в табл. 5.18, совпадают с табличными зна�че�ни�ями функций [Справочник ..., 1979] и ре�зуль�та�та�ми конт�рольных примеров, приведенными в работах [Бе�ла�шов, 1997; Гринчишин и др., 1988].


Таблица 5.18


n�
jn (x) �
in (x) �
�
�
x = 1�
x = 3�
x = 1�
x = 3�
�
2�
6.2035052e-22�
0.29863749�
7.1562870e-22�
1.09650152�
�
3�
9.0065812e-32�
0.15205166�
1.0065091e-22�
0.41528758�
�
	В процедуре-функцие yinx1 в зависимости от спо�со�ба ее вызова выполняется вычисление сфе�ри�чес�кой � EMBED Equation.2  ��� или модифицированной сферической � EMBED Equation.2  ��� функ�ций Бес�селя II рода в соответствии с со�от�но�ше�ни�ем (5.50) для произвольного целого n ( 0. Значения фор�маль��ных параметров и структура процедуры те же, что и для jinx1.


function yinx1(n,k : integer; x1 : double) : double;


var  x,g,c : double;


begin 	if(x1 = 0.)  then exit;


	x  :=  double(x1);


	if(k =  -1) then


	begin


		yinx1  :=  -cos(x)/x;          g  :=  sin(x)/x;


	end


    else


	begin


    	yinx1  :=  (exp(x)+exp(-x))/2./x ;


          g  :=  sqrt((yinx1*x)* (yinx1*x)-1)/x


	end;


    if(n <> 0)then


	for i  :=  1  to n  do


	begin		c  :=  yinx1;


		yinx1  :=  k*(g-yinx1*(2*i-1)/x);


		g  :=  c ;


      end ;


end.


    Процедура-функция yinx1 тестировалась на IBM PC/AT-286 для n = 2, 3; x = 2, 3. Полученные ре�зуль�та�ты, приведенные в табл. 5.19, совпадают с табличными зна�чениями функций [Справочник ..., 1979].


Таблица 5.19


 x�
yn (x) �
i-n (x) �
�
�
n=2�
n=3�
n=2�
n=3�
�
 2�
-0.73399142�
-1.48436655�
0.57177592�
-0.55655852�
�
 3�
-0.26703834�
-0.50802305�
1.13522480�
0.32862120�
�
     С помощью процедуры-функции jinx2 вычисляется в за�висимости от способа  ее вызова значение функции � EMBED Equation.2  ��� или � EMBED Equation.2  ��� в соответствии с их разложениями (5.51) для � EMBED Equation.2  ���.


   Формальные параметры про�це�ду�ры. Входные: n (тип in��teger) - порядок; x (тип real) - аргумент функции; k (тип in�teger) - параметр, значение которого  определяет вы��бор вы�числяемой функции: при k = -1 вычисляется � EMBED Equation.2  ���, при k = 1 - � EMBED Equation.2  ���. Выходной: jinx2 (иден�ти�фи�ка�тор процедуры-функ�ции, тип double) - вы�чис�ленное зна�че�ние со�от�вет�ст�ву�ю�щей функции. Про�цесс сум�ми�ро�ва�ния прекращается, ког�да для двух по�сле��дующих членов ряда выполняется ра�вен�ст�во � EMBED Equation.2  ���.


function jinx2 (n,k : integer; x : double) : double;


var 8x1,x2,t,s : double;


begin


	x1  :=  double(x);


	x2  :=  x1*x1/2.;


    t  :=  1.;


    s  :=  0.;


    jinx2  :=  1.;


   	repeat


		s  :=  s+1.;


      	t  :=  k*t*x2/s/(n+n+s+s+1.);


          jinx2  :=  jinx2+t;


	until (jinx2 <> jinx2+t);


	s  :=  1.;


    for  i  :=  1 to n do


		s  :=  s*x1/(i+i+1);


	jinx2  :=  s*jinx2;


end.


   По процедуре-функции yinx2 вычисляется значение сферической � EMBED Equation.2  ��� или модифицированной сфе�ри�чес�кой � EMBED Equation.2  ��� функции Бесселя II рода с помощью раз�ло�же���ния в  ряд (5.51) для произвольного целого � EMBED Equation.2  ���. Зна��чения формальных параметров и структура про�це�ду��ры те же, что и для процедуры-функции jinx2.


function yinx2 (n, k : integer; x: double) : double;


varx1,x2,t,s : double;


begin


	x1  :=  double(x);


	x2  :=  x1*x1/2.;


    t  :=  1.;


    s  :=  0.;


    yinx2  :=  1.;


   	repeat 


		s  :=  s+1.;


		t  :=  k*t*x2/s/(s+s-n-n-1.)


		yinx2  :=  yinx2+t;


	until  (yinx2 <>yinx2+t);


	s := 1.;


	for i := 1 to n do


		s := -k*s/x1*(i+i-1);


	s := k*s/x1;


    yinx2 := s*yinx2;


end.


    Результаты тестирования процедур jinx2, yinx2 на IBM PC/AT-286 для значений порядка n = 2, 3 и ар�гу�мен�тов соответственно x = 1, 3 и x = 2, 3 совпадают с ре�зуль�татами, приведенными в табл. 5.18 и 5.19, с точ�нос�тью до тринадцати - четырнадцати де�ся�тич�ных знаков.


	Сферические и модифицированные сферические функ��ции III рода, как это видно из определяющих их фор��мул, легко вычисляются через соответствующие функ��ции  I и  II  рода  с помощью приведенных про�це�дур.


    Функции Эйри Ai(x) и Bi(x) представляют собой линейно независимые решения дифференциального уравнения второго порядка - уравнения Эйри w'' - zw = 0


и могут быть представлены в виде степенных рядов [Спра�вочник ..., 1979]:


� EMBED Equation.2  ���  (5.52)


где     � EMBED Equation.2  ���0.355028053888,


� EMBED Equation.2  ���0.258819403793,


� EMBED Equation.2  ��� 


((- произвольное, k = 1, 2, 3,...).


     Процедура airyx реализует вычисление значения функ�ций Ai(x) и Bi(x) для x = z ( Re z с помощью раз�ло�же��ния (5.52). Вычисления прекращаются, когда для двух последовательных сумм в разложении (5.52)  вы�пол�няется ра�вен�ство � EMBED Equation.2  ���.


�   Формальные параметры процедуры. Входной: x (тип re�al) - аргумент функции. Выходные: a, b (тип double) - вы�численные значения функций Эйри Ai(x), Bi(x). В про�цедуре помимо C1 и C2 используется константа


  � EMBED Equation.2  ���1.732050807568877.


Procedure airyx(x0 : double; 


			var a,b : double) : double;


 var a,b,x,f,s1,s2,g,c1,c2,f1,g1 : double;


			i, j : integer;


begin


	x := double(x0);


	f := 1.;


    i := 1;


    s1 := 1.;


    s2 := x;


    g := x;


    x := x*x*x;


    c1 := 0.355028053887817D0;


    c2 := 0.258819403792807D0;


   repeat 


		s1 := s1*x/(3*i*(3*i-1));


      	s2 := s2*x/((3*i+1)*3*i);


      	f1 := f+s1;


      	g1 := g+s2;


		f := f1;


         	g := g1;


         	i := i+1;


 	until (f1 <> f) OR  (g1<>g);


	a := c1*f-c2*g;


    b := (c1*f+c2*g)*1.732050807568877D0;


end.


   Процедура airyx получена путем переработки и пе�ре�вода вначале на язык FORTRAN [Белашов, 1997], а за�тем на язык PASCAL Бейсик-программы вычисления функ�ций Эй�ри, приведенной в работе Гринчишина и др. (1988). Тес�тирование процедуры проводилось на IBM PC/AT-286 для значений аргумента x = -3, 0.8. По�лу�ченные при этом результаты


Ai(-3)=-0.378814293677658,     


Bi(-3) =-0.198289626374926;


Ai(0.8)=0.169846315284426,    


Bi(0.8) =1.042422180129392


совпадают с контрольными с точностью до девяти - де�ся��ти десятичных знаков.


Глава 5. Специальные функции и алгоритмы их вычисления





( 7. Функции Бесселя дробного порядка
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