	x0 := x; 

	Yr[1] := y0;

 	repeat  	

		f1 := h * func (x0,y0); 

		f := h * func (x0+h/2,y0+f1/2);

 		f1 := f1 + f*2; 

		f := h * func (x0+h/2,y0+f/2);

 		f1 := f1 + f*2; 

		f := h * func (x0+h,y0+f);

		f1 := f1 + f; 

		Yr[i]:=Yr[i-1] + f1 / 6;

 		y0 := Yr [i]; 

		x0 := x0 + h; 

		Inc (i);

	until i>n;

end.

	Формальные па�ра�мет�ры процедуры. Входные: N (тип in�te�ger) - количество раз�би�е�ний отрезка [а, b]; Х, Y (тип re�al) - на�чаль�ные значения, со�от�вет�ствующие x0 и y0; h (тип re�al) - шаг ин�те�гри�рования системы; FUNС - имя про�це��ду�ры-функции, по ко�то�рой вы�чис�ля�ют зна�че�ния пра��вой час��ти урав�нения у' = f(х, у). Вы��ходные: YR (тип re�al) - мас�сив, со�дер�жа��щий ре�шения сис�те�мы в точках хi = х0 + hi.	 	

	Для сравнения и тестирования процедуры здесь, по дан�ным ( 1 и 2, решалась задача Коши ме�то�дом Рун�ге - Кут�та для за�дан�но�го шага h. Все вы�чис�ления све�дены в таб�л. 4.6  и выполнены с точностью 10-5. В табл. 4.6 срав�ни�ваются результаты, полученные по ме�то�ду Эйлера (стол�бец EYLER) и по методу Эйлера с уточ�нением (столбец EYLER2 ). 

	Заметим, что решение, полученное методом Рунге - Кутта (столбец Runge - Kutt), располагается несколько вы��ше по сравнению с решениями,  полученными по ме�то�дам Эйлера.  Для того, что�бы выяснить вопрос, какое из ре�ше�ний ближе к ис�тин�ному, необходимо до�пол�ни�тель��ное ис�сле��до�вание функ�ции. 

Таблица 4.6

N п/п�Узлы Х�Runge-Kutt�EYLER�EYLER2��1�0.20�0.250000�0.250000�0.250000��2�0.30�0.321868�0.285875�0.285871��3�0.40�0.409199�0.325772�0.325768��4�0.50�0.515431�0.370259�0.370254��5�0.60�0.644700�0.419957�0.419952��6�0.70�0.801984�0.475552�0.475547��7�0.80�0.993267�0.537801�0.537795��8�0.90�1.225753�0.607540�0.607533��9�1.00�1.508101�0.685688�0.685681��10�1.10�1.850732�0.773265�0.773257��11�1.20�1.935423�0.871391�0.871382���( 5. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ                                                   ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ                        МЕТОДОМ ПРОГОНКИ

�	Рассмотрим линейное дифференциальное урав�нение второго порядка

 у" + р(х).у' + q(х).у = f(х)                    (4.2)

 с краевыми условиями:

� EMBED Equation.2  ���                      (4.3)

где |a0| + |a1| > 0 и |b0| + |b1| > 0, а р(х), q(х), f(х) - из�вестные функции, непрерывные на отрезке [а, b].

	Численное решение задачи (4.2) - (4.3) состоит в на�хож�дении приближенных значений у0, у1, ..., уn ис�ко�мо�го решения у(х) в точках х0, х1, , ..., хn.

	Одним из наиболее распространенных ме�то�дов ре�ше�ния этой краевой задачи является све�де�ние ее к сис�те�ме конечно-разностных уравнений. Ис�поль�зуя рав�но�мер��ную сетку, образованную сис�темой рав��ноотстоящих уз�лов хi = =х0 + i.h, i = 0, 1, ..., n, ап�прок��симируем у'(х) и у"(х) в каж�дом внут�рен�нем узле центральными раз�нос�тя�ми

� EMBED Equation.2  ���

а на концах отрезка - односторонними

� EMBED Equation.2  ���

	Обо�зна�чив х0 =  а; хn = b; h = (b - а) / n;  р(хi) =  рi; q(хi) = qi; f(хi) = fi; у'(хi) = уi'; у"(хi) = уi"; f(хi) = уi, получим систему линейных урав�не�ний

� EMBED Equation.2  ��� (4.4)

	Теперь, чтобы найти приближенные значения у0, у1, ..., уn искомого решения, надо решить эту сис�тему из n+1 ли�ней�ных уравнений с n+1 не�из�вес�тными, что мож�но сделать лю�бым стан�дар�т�ным методом решения ли�ней�ных систем, ко�торый бу�дет называться по типу раз�ло�жения конечно-раз��нос�т�ным. Однако матрица по�след�ней системы  трех�ди�а��гональная, поэтому для ее ре�ше�ния при�ме�нима спе�ци�аль�ная вычислительная схема, на�зы��ваемая ме�тодом прогонки.

	Перепишем систему (4.4) в несколько ином ви�де: 

� EMBED Equation.2  ���            (4.5)

где mi = -2 + h.рi ; ni = 1 - h.рi + h2.qi .

	Решением уравнения (4.5) относительно уi бу�дет

 yi = fi h2 / mi - ni yi-1 / mi - yi+1 / mi  .              (4.6)

Предположим, что уi уже найдено, тогда (4.6) можно записать

 уi = сi (di - уi+1),                            (4.7)

где надо определить неизвестные сi и di . 

	Если i = 0, то на основании одного из краевых условий (4.5) имеем

y0 = (a1 y1 - A h) / (a1 - a0h) .                  (4.8)

	Подставим выражение (4.8) в (4.5) и, считая i = 0, по�лу�чим

� EMBED Equation.2  ���,

 откуда выразим явно у1

� EMBED Equation.2  ���.

Сравнив последнее равенство с равенством (4.7), опре�де�лим с0 и d0

� EMBED Equation.2  ���                (4.9)

	Теперь последовательно будем искать сi и di. Для этого выразим уi-1 из равенства (4.7) и подставим по�лу�чен�ное выражение в выражение (4.6), из которого после эле�мен�тарных преобразований найдем уi :

 � EMBED Equation.2  ���.

	Сравним последнее выражение с равенcтвом (4.7), опре��де�лим сi и di :

� EMBED Equation.2  ���               (4.10)

	И, наконец, при i = n используем второе кра�е�вое ус�ло�вие из системы (4.5), подставив в него уn-1 из  равенства (4.7):

� EMBED Equation.2  ���.                    (4.11)

	Общая схема расчета по методу прогонки сле�ду�ю�щая:

	1) по уравнениям (4.10) и (4.9) определяем значения ко�эф�фи�ци�ен�тов сi и di , i = 0, 1, ..., n - 1;

	2) по уравнениям (4.11) находим уn ;

	3) по уравнениям (4.7) вычисляем уn-1, ..., у2, у1;

	4) по уравнениям (4.8) находим у0 .

	Таким образом, данный метод позволяет най�ти ре�ше�ние системы (4.5), а значит, полная по�греш�ность метода бу�дет определяться только по�греш�ностью раз�но�стной ап�прок�симации, которая рав�на Q(h). Так как h = = (b - a)/n, то, вы�бирая n, можно до�биться уменьшения по��грешности. Но при этом сле�дует заметить, что, во-пер��вых, из-за не�кор�рек�т�нос�ти операции чис�лен�но�го диф��фе�рен�ци�ро�вания, и, во-вто�рых, из-за воз�рас�та�ния вы��чис�ли�тельной погрешности обычно ис�пользуют двой���ной пе�ресчет и правило Рунге (см. ( 4). Тог�да сумма по�греш�ности решения уi опре�де�лится фор�му�лой

 |у ~i - у(хi)| � EMBED Equation.2  ���|уi - у ~i | / 3, 

где у ~i - решение при 4h; уi - ре�шение при h; у(хi) - точ�ное решение.

	Как метод Рунге - Кутта, так и метод про�гон�ки на прак�тике используется достаточно час�то, поэтому БСП всегда со�дер�жат такую процедуру. Здесь при�водится про�це�ду�ра из БСП ЕС ЭВМ для язы�ка FORTRAN. (Пе�ре�вод на язы�к  PASCAL  выполнен ав�торами).

procedure prog ( N:integer; 

			a,b,alfa0,alfa1,al,beta0,beta1,bt:real; 

			var y : mas);

var h, r1, r2,x, t : real; j, i, i1 : integer; 

			p, q : mas;

begin 

	h := (b-a)/n; 

	r1 := h*h; 

	r2 := h*0.5; 

	p[1] := -alfa1 / (alfa0*h-alfa1); 

	q[1] := -al*h*p[1]/alfa1; 

	x := a; 

	for i := 2 to n do

 	begin		i1 := i-1; 

		x := x + h; 

		t := 1.0 - ni(x)*r2;

 		p[i] := (t-2.0) / (mi(x)*r1+t*p[i1] - 2);

		q[i] := (fi(x)*r1 - t*q[i1])*p[i]/(t-2);

	end; 

 	p[n+1] := 0; 

	q[n+1]:=(bt*h+beta1*q[n]) / (beta0*h+

				beta1-beta1*p[n]);

	y[n+1] := q[n+1];

 	for j := 1 to n do 

	begin 

		i := n-j+1; i1 := i+1; 

		y[i] := p[i]*y[i1]+q[i]; 

	end;

end.

		Формальные параметры процедуры. Входные: а, b (тип real) - границы отрезка, на котором ищет��ся ре�ше�ние; n (тип integer) - количество узлов сетки; alfa1, alfa0, al, beta0, beta1, bt (тип real) - значения ко�эф�фи�ци�ен�тов a1, a0, А, b0, b1, В; N(x, i), M(x, i), F(x, i) - встро�ен�ные внеш�ние процедуры-функции (тип real), вы�чис�ля�ю�щие p(хi), q(хi) и f(хi) в точках хi сетки. Вы�ход�ные: Y (тип real) - массив решений у0, у1, ..., уn.

	Для примера здесь решается на отрезке [а, b] ме��то�дом про�гонки линейная краевая задача (4.2) с кра�е�вы�ми ус�ло�ви�ями (4.3), если p(х) = еx; q(х) = х/2; a 0 = 1; a1 = -1.2; А =  =0; b0 = 2; b1 = -2.5; В = -4; f(х) = х2; а = 0.1; b = 1.1. Вы�чис�ления вы�пол�ня�лись с точностью 10 - 5.

	Подставив данные, получим следующую за�да�чу:

у" + еx. у' + 0,5 х у = х2 

�с краевыми условиями

у(0.1) - 1.2.у'(0.1) = 0; 2.у(1.1) -2.5.у'(1.1) = -4 .

Pезультаты проверки работы данной процедуры при�ве�де�ны в табл. 4.7.

Таблица 4.7

i�xi�yi�i�xi�yi��1�0.10�-1.257594�11�0.60�-1.625558��2�0.15�-1.309994�12�0.65�-1.642122��3�0.20�-1.359142�13�0.70�-1.654892��4�0.25�-1.404951�14�0.75�-1.663893��5�0.30�-1.447334�15�0.80�-1.669171��6�0.35�-1.486207�16�0.85�-1.670797��7�0.40�-1.521492�17�0.90�-1.668859��8�0.45�-1.553121�18�0.95�-1.663469��9�0.50�-1.581036�19�1.00�-1.654759��10�0.55�-1.605191�20�1.05�-1.642880�����21�1.10�-1.628000��



Глава 4. Приближенные методы интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений и систем



( 5. Приближенное решение обыкновенного дифференциального уравнения методом прогонки
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