	В силу линейной независимости векторов с(i) по�след�нее уравнение может быть равно нулю толь�ко тогда, ког�да ко�эф�фициенты  будут  равны ну�лю, т.е.

qn bi1  - li bin = 0 ;

qn-1 bi1 + bin  - li bin-1 = 0 ;

qn-2 bi1  + bin-1  - li bin= 0 ;

. . .

q1 bi1  + bi2  - li bi1 =  0   ,

из которых находим bik, начиная с последнего:

bi2 = (li - q1) bi1 ;

bi3 = (li2 - q1 li- q2) bi1 ;

. . .

bin = (lin-1 - q1lin-2 - ...- qm-1) bi1 ;

0 = (lin - q1lin-1 - ...- qm) bi1  . 

Теперь, полагая bi1  = К, где К - любое отличное от нуля чис���ло, можно вычислить собственный век�тор - bij. Ис�поль�зуя раз�лич��ные li, получаем систему собст�вен�ных век�торов bij .

	Так как в методе Крылова применяются изу�чен�ные ра��нее методы, то для его программной ре�а��ли�за�ции до�пол�ни�тель�но тре�бу�ют�ся только три несложные ори�ги�наль�ные про�це��ду�ры.

	Первая Vect - формирует матрицу с(k) и "стол�бец сво�бод��ных членов" для решения по схеме Га�ус�са. Вторая Svect - формирует собст�вен�ный вектор, со�от�вет�ству�ю�щий оче�редному собст�вен�ному зна�че�нию мат��рицы А. Вы�чис�ле�ния вы�по�л��няются по схе�ме Гор�не�ра. Ре�шение са�мого ха�рак��те��ристического по�ли�но�ма от�но�си�тельно li вы��пол�ня�ется по про�грам��ме Lam�b�da Дья�ко�нова [Спра��воч���ник..., 1987], ре���ализующей ме�тод Хич�ко��ка.  Най�ден�ное оче�ред�ное ре�ше�ние по�ли��нома со�хра�ня�ется по�сле�до�ва��тель�но в массиве хх, ко����то�рый после на�хождения всех li упо�ря�до�чи�ва�ют лю���бым ме�то�дом. Для опре�де�ления qi ис�пользуют под�про����грам��му Gauss из п. 3.2.

	Алгоритм вычисления собственных векторов и соб�ст��венных значений по методу Крылова при�во�дит��ся ни�же.

Формирование матрицы С(i) и столбца bi  (про��цедура Vect).

Решение системы С(i) = bi методом Гаусса (про���цедура Gauss).

Определение собственных значений мат�ри�цы А (процедура Lambda).

Определение собственных векторов мат�ри�цы А  (процедура Svect).

	Если предложенную схему принять за основу,  то  под�программы Vect, Lаmbda и Svect могут вы�гля�деть следующим образом.

procedure Vect (const N : integer; a:mas1; 

					var c: mas1; var b : mas11);

var i,j,k : integer; x : mas;  s : real;

begin 

	for i := 1 to N do  

	begin 

		x[i] := 0.0; 

		c[i,n] := x[i]; 

		c[n,i] := 0.0; 

	end;

    x[1] := 1.0; 

	c[1,n] := x[1];

    for i := 2 to n+1 do

    begin 

		for j := 1 to n do

		begin  

			s := 0.0;  

			for k := 1 to n do  

				s := s + a[j,k]*x[k];

				if i<>N+1 then c[j,N+1-i] := s  

	       		else b[j] := s;

		end;     

		for j := 1 to n do 

			x[j] := c[j,N+1-i];

     end;

end.

procedura Lambda (Const N : integer;e:real; 

					qq : mas11;  var xx : mas11);

label Cont, Cont1;

var i,j,k,nn : integer;  q : array [0..30] of real;

		T,c,p,q1,d,u,v,f,w,h,y,z,l,r,s,x,m : real;    

		a, b, big : real;   dn : boolean;

begin  

	k := 1; 

	dn := false;  

	nn:= n; 

	x := 0.0;  

    big := 1.0E-10;

    for i := 1 to n+1 do 

		q[i] := qq[i];

    repeat   

		t := 1.0;  

		c := q[2] / q[1];

          if nn =1 then 

		begin 

			p := -c; 

			q1 := 0; 

		end

          else 

		begin 

          	if nn = 2 then  

				h := c*c/4.0 - q[3]/q[1];  

			else

                begin 

				m := 10; 

				c := 4.0; 

				d := 8.0; 

				u := 4.0;

	        		f := 1.0; 

				w := 2.0;   

				t := 0.0; 

				v := 8.0;

Cont:         if abs(m-10.0)<big then

            		begin 

					p := c; 

					m := 0.0; 

					q1 := d;  

					c := u; 

					d := v; 

					u := p;

					v := q1;   

					y := c;   

					z := d; 

					f := -f;

				end;

                       m := m + 1.0; 

				h := 0.0; 

				q1 := q[1];  

				p := q[2] - c*q1; 

				L := q1;

Cont1:      	for j := 3 to nn do

                       begin     

					r := p; 

					p := q[j] - c*r - d*q1;

					q1 := r;		r := l; 

                             l := q1 - c*r - h*d;   

					h := r;

				end;

                       q1 := q[nn+1] - d*q1; 

				s := l + c*r;

                    if abs(t)<=big then   

				begin      

					x := d*r; 

					h := r*x + s*l;

                           	if abs(h)<=big then 

						goto Cont;

				end;          

				c := c + (p*s - q1*r)/h;  

				d := d + (p*x+q1*l)/h;

                		if abs (c-y+d-z) < big then

				begin 

					f := -w; 		

					exit; 

				end;    

				w  := -f;  		

				h := c*c/4.0 - d;

				if sqrt((q1-p*c/2)*(q1-p*c/2)+

				   p*p*abs(h))>(e/nn) then 

						goto Cont;              

				t := 0.0; 			q[2] := q[2] - c*q[1];

                      	for j := 3 to nn-1 do  

	          		q[j] := q[j] - c*q[j-1] - d*q[j-2];

			end;          

			p := -c/2.0; 

			q1 := sqrt(abs(h));

                if h>= 0.0 then 

			begin 

				m := p+q1; 

				p := p-q1; 

				q1 := 0.0; 

			end

               	else    

				m := p;  

			xx[k] := m; 

			Inc(k);

		end;              

		xx[k] := p; 

		Inc(k); 

		if abs(t) >1.0e-20 then 

				exit;

       	nn:= nn-2; 

		if nn=0 then 

				exit;          

		a := 0.0;

		if sqrt((s-r*c/2)*(s-r*c/2)+

			r*r*abs(h)) <= e  then 

				a := 1;

		b := 0.0;          

		if nn>=2 then 

			b := 1;

      	if (a+b)=2 then 

		begin 

			t := 1.0; 

			goto Cont1;

		end;

	until     dn;   

end.

procedura Svect (Const N : integer; lam : real; 

					var q:mas11);

var i,j,k : integer; sum : real;

begin  

	sum := lam;         

	for i := 1 to n do  

    begin 

		sum := sum -q[i]; 

		q[i] := sum; 

		sum := sum*lam; 

    end;  

end.

	Процедуру Gauss (или sinq), как уже го�во�ри�лось, мож�но взять из  п. 3.1, 3.2.

	Опишем формальные параметры процедур.

	Процедура Vect. Вхо�дные: N (тип integer) - раз�мер мат����ри�цы А(n(n) и вычисляемой матрицы С (n(n); А (тип re��al) - исходная  матрица А (n(n), для ко�торой вы��чис�ляют соб��ственные значения и соб�ст�вен�ные век���торы. Вы�ходные: С (тип real) - мат�ри��ца (n(n), оп�ре��де�ля�ю�щая ко�эффициенты сис���те�мы, решая ко�торую на��хо�дим qi; В (тип real) - мат�ри�ца (1(n) - стол�бец  сво�бод�ных чле�нов сис�те�мы, ра��вен по�след�не�му с(n). 

	Про�це�ду�ра Lambda. Входные: N (тип integer) - раз����мер матрицы А(n(n) и количество собст�венных зна�че���ний мат�ри�цы; q (тип real) - массив (1(n) ко�эф�фи�ци�ен��тов ха�рак��те�рис�тического урав�не�ния для опре�де�ле�ния li. Вы�ход�ные: хх (тип real) - массив (1(n) соб�ст�вен���ных зна�че�ний мат�ри�цы А. 

	Про�це�ду�ра Svect. Входные: N (тип integer) - коли�чес�т�во соб���ственных векторов мат�рицы А; LАМ (тип real)- соб���ст�венное значение мат�ри�цы А. Выходные: Q (тип re�al) - мас��сив (n(n) собственных векторов мат�рицы  А для ее соб�ст�венных зна��че�ний.

	Для примера найдены собственные зна�че�ния и соб�ст�венные векторы матрицы

� EMBED Equation.2  ���.

	Мат�ри�ца ко�эф��фи�ци�ентов взя�та из п. 3.4. Вычисления вы�полнялись с точностью до 10-4 с ис�поль�зованием пред�ло�женных про�це�дур. Для кон��т�роля все про�ме�жу�точ�ные мат�ри��цы  рас�пе�ча�та�ны. Результаты работы данной программы при��во�дят�ся в табл. 1.18.

�Таблица 1.18

�Номер ячейки��Параметр�[4]�[3]�[2]�[1]�[0]��Матрица   независимых�0.279269�0.357899�0.483400�0.680000�1.000000��векторов     (массив С)�0.207845�0.163549�0.134200�0.050000�0.000000���0.130137�0.130736�0.123900�0.110000�0.000000���0.187324�0.166738�0.110600�0.080000�0.000000��Приведенная   система  для�1.000000�0.163549�0.130736�0.166738�0.780301��определения  Q методом�0.000000�1.000000�-0.052680�-0.086699�-0.499257��Гаусса�0.000000�0.000000�1.000000�-0.029549�-0.452717���0.000000�0.000000�0.000000�1.000000�0.101987���0.000000�0.000000�0.000000�0.000000�1.000000��Решение  системы (Pi )�-1.2100000�-0.2915000�0.5833630�0.101987�— ��Собственные значения ((i )�0.214779�-0.699093�1.043229�0.651085�— ��Матрица вспомогательных�0.000000�1.000000�1.000000�1.000000�1.000000��коэффициентов     (Вeta)�0.000000�-0.995221�-1.909093�-0.166771�-0.558915���0.000000�-0.505252�1.043134�-0.465480�-0.655401���0.000000�0.474846�-0.145884�0.097761�0.156641��Собственные векторы�0.008083�-0.001510�0.058516�-0.201312�0.000000��(ненормированные)�0.004728�-0.040495�0.117894�0.055773�0.000000���-0.048150�0.008944�0.058870�-0.010608�0.000000���0.016246�0.039043�0.111055�0.052490�0.000000���0.167872�-0.037291�0.496345�-1.000000�0.000000��Собственные векторы�0.098187�-1.000000�1.000000�0.277045�0.000000��(нормированные)�-1.000000�0.220871�0.499348�-0.052693�0.000000���0.337413�0.964153�0.941985�0.260739�0.000000��

�4.2. ВЫЧИСЛЕНИЕ  СОБСТВЕННЫХ  ВЕКТОРОВ       И  СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ  МАТРИЦ                ПО МЕТОДУ ДАНИЛЕВСКОГО

	Очень простой и экономичный способ решения про��блемы собственных значений был предложен в кон�це 30-х гг. А.М.Данилевским�. Этот метод ос�но�ван на известном из ли�ней�ной алгебры факте [Кры�лов и др., 1972; Ку�рош, 1962], что подобные пре�об�ра�зования мат�ри�цы А не изменяют ее соб�ст�вен�ного мно�гочлена. В са�мом деле, если В = S -1АS, то

 |В - lЕ| = |S -1АS -  lS -1ЕS| = |S -1| |А - lЕ| |S| =  |А - lS| ,

по�этому, удачно подобрав матрицу подобия, мож�но при�вес�ти А к такой форме, что собственный мно���го�член бу�дет стро�ить�ся только по виду самой мат���ри�цы. А.М. Да�нилевский пред��ложил при�во�дить ис�ход�ную мат�рицу А к ка�но�ни�чес�кой форме Фро��бе�ни�уса

Ф = � EMBED Equation.2  ���.        (1.37)

	Характеристический полином матрицы Фро�бе�ни�уса есть

|Ф - ( Е|  = � EMBED Equation.2  ���=

� EMBED Equation.2  ���

= ... = (p1 - l)(-ln-1) -  p2 (-ln-2)  -  ... -  pn-1l1  -  p n =

=  (-1)n Pn (l) .� EMBED Equation.2  ���

	Иными словами, элементы первой строки мат�ри�цы Фро�бе��ниуса (1.37) есть соответствующие ко�эф�фи��ци�ен�ты ее соб�ственного многочлена (1.34). Ес�ли Ф по�лу�чена из мат�ри�цы А подобными  пре�об�ра�зо�ва�ни��я�ми, то соб�ст��вен�ный мно�гочлен мат�ри�цы А сов�па�да�ет с соб�ст�вен�ным мно�го�членом мат�рицы Ф. Больше то�го ока�зы�ва�ет�ся, что най�ден�ная мат��рица по��добия S в выражении Ф = S-1АS мо��жет быть ис�поль�зо��вана для на�хождения собст�вен��ных век��торов матрицы А [Кры��лов и др., 1972].

	Таким образом, основная задача сводится к отыс��ка�нию мат�рицы подобия S. A.M. Данилевский в сво�ем ал�го��рит�ме пред�����ложил строить матрицу S, на���чи�ная процесс с последней стро�ки. При этом по�сле�до�ва�тель�но, строка за стро�кой, ис�ход��ная мат�рица приводится к форме Фро�бе�ни�у�са. Рас�смот��рим эту вы�чис�ли�тельную схе�му.

	Предположим, что элемент матрицы аn n-1 № 0 (если это не так, то прос�той перестaновкой столбцов можно всегда до�бить�ся вы�полнения условия), тогда разделим на не�го n(n-1)-й столбец матрицы А. Полученный стол�бец умно�жим на аni  и вычтем  из i-го столбца. Про�делав эту процедуру для i = 1, 2, ...,  n-1,  n, при��ведем  по�след�нюю строку к виду Фробениуса. Од�на�ко это рав�носильно умножению матрицы А на матрицу Мn-1 вида

� EMBED Equation.2  ���.(1.38)

	Но чтобы выполнить пре�об�ра�зо�ва�ние по�до�бия,  на�до матрицу А домно�жить слева на матрицу (Мn-1) -1, ко�то�рая, как лег�ко убе�дить�ся, имеет вид

� EMBED Equation.2  ���.  (1.39)

Аналогично строится по�сле�до�ва�тель�ность  мат�риц

  � EMBED Equation.2  ���,

 и ес�ли  при  этом все аii-1 № 0, то после n -1 шага  ме�тода Да���ни�лев��ско�го будем иметь

� EMBED Equation.2  ��� .

	Если теперь обозначить

 � EMBED Equation.2  ���

то равенство, полученное на n-1 шагe, может быть пре�д���став���лено в форме A(Ф) = S -1 A S . Когда ис�ход�ная мат���рица А при�ведена к канонической фор�ме Фро��бе��ни�уса, то толь�ко по ви�ду пер�вой стро�ки мож�но вы�писать собственный  мно���го�член мат��рицы А.

	Наши рассуждения относились к слу���чаю, когда все ко�эф�фициенты аii-1 № 0, который на�зы�ва�ет�ся регулярным. Рас�смот��рим не�регулярный слу�чай. 

	Пред�положим, что про�цесс приведения А к ви�ду Фро��бе�ниуса доведен до k-й строки и вы�пол�не�но n - k ша���гов пре�образований. Следующий n - k + 1 шаг не мо�жет быть вы�полнен, так как эле�мент аkk-1  равен нулю. Даль�нейшие дей�ствия зависят от су�щес�т�во�ва�ния в стро�ке k-го номера сле�ва от элемента с номером (k, k - 1) от�лич�но�го от нуля эле�мен�та. Пусть аki № 0 при (i < k - 1). Тогда простой пе�ре�ста�новкой столбцов мож�но вновь перейти к ре�гу�ляр�но�му случаю TA(n - k), где

� EMBED Equation.2  ���

	Легко убедиться, что ТА(n-k) Т есть  пре�об�ра�зо�ва�ние по�до�бия, так как (Т)2 = Е; (Т)-1 = Т. После это�го пре�об�ра��зо�ва��ния вычисления про�дол�жа�ют�ся, как и в ре�гу�ляр�ном слу�чае.

	Более интересен случай, когда все элементы стро�ки k, ле�вее аkk -1  на (n-k) шаге равны  нулю,  т.е. не�воз�мож�но по�до�брать очередной элемент непре�об�ра�зо�ван�ной час��ти стро�ки, на который будет вы�полняться деление.

	Матрица, которая должна быть преобразована на оче�ред�ном шаге вычислительной схемы, условно де�лит�ся на че�тыре блока, причем в силу осо�бен�нос�тей стро�е�ния этой мат�рицы один из блоков будет сос��то�ять ис�клю��чительно из ну�левых членов, т.е. бу�дет нулевой мат�рицей О, второй  бу��дет мат�ри�цей Фро�бе�ни�у�са Ф, а два ос�тав�ших�ся - обыч�ны�ми мат�рицами, ко�то�рые обо�зна�чим В и С (очевидно, что все матрицы ранга n - k):

� EMBED Equation.2  ��� =� EMBED Equation.2  ���.

	Тогда в силу теоремы Лапласа о разложении опре�де�лителя [Курош, 1962] имеет место ра�вен�с�т�во (в пра�вой части индексами обоз�на�че�ны по�ря�дки единичных мат�риц)

|A(n-k) - lE| = |B(n-k)- lEk-1| |Ф(n-k) - lEn-k+1|. 

A так как Ф(n-k) есть матрица Фробениуса, то ее ха�рак�те�рис�ти�чес�кий мно�го�член выписывается по виду первой стро�ки. Ос�та�ет�ся только привести B(n-k) к ка�но�ни�чес�кому виду Фро�бениуса уже из�ло�жен�ным ме�то�дом.

	Можно подсчитать, что в регулярном случае не��об�хо�димо для вычисления ха�рак�те�рис�ти�чес�ко�го мно�го�чле�на вы�полнить n3 действий, поэтому ме�тод Да�ни�лев�с�ко�го от�но�сят к  самым эф�фек�тив�ным.

	Для повышения точности вычислений на каж�дом ша�ге  преобразований при помощи пе�ре�ста�нов�ки строк или стол�б�цов выбирают на�и�боль�ший эле�мент. Для конт�роля вы�чис�ле�ний на каж�дом ша�ге проверяют  след мат�рицы, который не дол�жен изменяться.

	Если  найдены  все собственные значения li мат��рицы А и известна неособенная матрица S, то в методе Да�ни�лев��с�ко�го, как и в методе Кры�ло�ва, для определения соб��ст�вен�ных значений ма�т�����ри��цы А можно обойтись без ре��шения сис�темы од�но��род�ных линейных алгебраичес�ких урав�не�ний A(Ф)X = liX и использовать уже из���вест�ную мат�ри�цу S:

 S = М n-1 М n-2 ... М2 М1.             (1.40)

	И хотя собственные значения матрицы A(Ф) и А раз�лич�ны, они имеют одинаковый спектр [Ку�рош, 1962], сле�до�ва�тель�но, между соб�ствен�ны�ми значениями мат�ри�цы A(Ф) и А су�ществует связь,  основанная на пре�об�ра�зовании подобия мат���риц [Курош, 1962]. Если вектор X есть собст�вен�ный вектор матрицы A(Ф), при�над�ле�жа�щий соб�ст�венному зна�че�нию li, а вектор Y - собст�вен�ный вектор подобной ей мат�ри�цы Ф = S-1АS, при�над�ле�жа�щий тому же собственному зна��че�нию li, то вектор SY также  будет собственным век�то��ром мат�pицы А, со�от�ветствующим собст�вен�ному зна�че�нию li.

	В этом утверждении можно легко убедиться. Пусть Y - собственный вектор матрицы Ф, тогда

                      ФY = l Y ;          S-1АS Y = l Y ;     

         S S-1АS Y  = S l Y;        АS Y  = S l Y ;                    

                 АS Y  =  lS Y;            A X =  l X.

	Таким образом, собственные векторы ис�ход�ной мат�ри�цы А легко находятся по собственным зна��че�ниям мат�рицы Фробениуса ФY = lY или, за��пи��сав не�по�сред�ст�венно, по�лу�чим:

� EMBED Equation.2  ���        (1.41)

	И так как собственный вектор определяется с точ�нос�тью до полиномного множителя, положим уn = 1. Тог��да из системы (1.41) лег�ко найти вектор Y, а первое урав��нение при этом используют иск�лю��чительно для кон�троля вычислений.  	Век�тор X матрицы А вы�чис�ля�ет�ся по формуле

X= SY = М n-1 М n-2 ... М2 М1 Y.       (1.42)

Заметим, что не обязательно предварительно пе�ре��мно�жать мат�рицы М, удобнее по�сле�до�ва�тель�но умно��жать Y на  М1 , М2, ..., Мn-1, при этом  от  умно��жения  на  Мi  у  вектора Y  бу�дет из�ме�няться толь�ко i-я координата.

	Если же случай нерегулярный, то этим при�е�мом не�по�средственно пользоваться нельзя, на��до пред�ва�ри�тель��но вы�чис�лить матрицу S пол�нос�тью.

	Подпрограмма Danil предназначена для вы�чис�ле���ния соб��ственных значений li матрицы А, по�ло�жи�тель�но оп�ре��де��ленной, эрмитовой по ме�то�ду Да�ни�лев��ского. Соб��ст�вен�ные значения li не упо�ря�до�чены по воз�рас�та�нию. Под�про�грам�ма Vectd пред�наз�на�че�на для вы�чис�ле�ния собст�вен�ных век�то�ров X мат�ри�цы A, со�от�вет�ст�ву�ю�щих соб�ст�вен�ным зна�чениям li. Век�торы  за�пи�сы�ва�ют в столб��цы  мат�ри�цы Х, они так��же не упо�ря�до�че�ны по воз�рас��танию li.

	Вычислительный алгоритм подпрограммы Da��nil сле�ду��ющий:

Строится единичная матрица.

Определяется очередной номер строки (пос�лед�няя строка предыдущего пре�об�ра�зо�вания). Для пер�во�го ша�га i полагается равным n, а далее умень�шается на еди�ни�цу с каж�дым шагом.

Формируется  (i - 1)-я строка матрицы S как  ре�зуль�тат деления аij / аij-1, где  j - номер столбца, i - номер стро�ки (по фор�му�ле 1.40).

Формируется (i - 1)-я строка матрицы М   как  аij (по формуле 1.38).

умножается А слева на  Мi,  справа  на  Мi-1,  т.е. Аi =Мi-1АМ.

формируется (i - 1)-я строка матрицы S  (по фор��му�ле 1.40) как  (i - 1)-я строка матрицы М (так как  не ум�но�жается!).

Если i > 1, то повторить с шага 1.

Решаем характеристическое уравнение (мож�но воспользоваться программой из п. 4.1).

procedure Danil (const n:integer; 

				var a,m:mas1;  var b: mas11);

type mas = array [1..N] of real;   

				mas1 = array [1..N] of mas;

var i, j, ns,nsp1, k : integer; 

				x : mas11; aij : real; 

				r, E, S, S1, A1 : mas1;

begin  

	for i := 1 to n do   

        { ПРИСВОЕНИЕ НАЧАЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЙ}

		for j := 1 to n do        { МАССИВАМ   }

		begin

			if  i=j then     

					s[i,j] := 1 

				else    

					s[i,j] := 0.0;

			if i=j then 

					m[i,j] := 1 

				else 

					m[i,j] := 0.0;       

			a1[i,j] := a[i,j];

         	end; 

        {ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЕДИНИЧНОЙ МАТРИЦЫ}

    ns := n- 1;  

	e:= s;

    repeat 

		s := e; 

		NSP1 := NS + 1; 

		S1 := E;

          for i := 1 to N do 

			S[NS,i] := -a1[NSP1,i] / a1[NSP1,NS];

          S[NS,NS] := 1 / a1[NSP1,NS];

          for i := 1 to n do  

          begin 

			m[ns,i] := s[ns,i]; 

                 s1[ns,i] := a1[nsp1,i];  

		end;

          for i := 1 to N do        

                      { ФОРМИРОВАНИЕ МАТРИЦЫ А    }

                for j := 1 to N do

                begin 

				Aij := 0.0;  

				for k := 1 to N do  

	                	Aij := Aij + a1[i,k] * S[k,j];

                       r[i,j] := Aij;

			end;

         	for i := 1 to N do

          	for j := 1 to N do

               	begin 

				AIJ := 0.0;  

				for k := 1 to N do  

					Aij := Aij + S1[i,k]*r[K,J];

				a1[i,j] := Aij;

			end;                      

		Dec (NS);

    UNTIL NS = 0;                     

{ ОПРЕДЕЛЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ВЕКТОРОВ }

     for i := 2 to n+1 do 

		b[i] :=-a1 [1,i-1];

     b[1] := 1.0;  

	lambda (4,0.0000001,b,x);   

	b := x;

end.

	Формальные параметры про�цедуры. Входные: N (тип in�teger) - размерность матрицы А, для ко�то�рой ищутся соб��ственные значения l; А (тип re�al) - мат�ри���ца А (ис�ход�ная) размером (n(n). Вы�ход�ные: А (тип real) - мат�ри�ца Фро���бе�ни�у�са; М (тип re�al) - мас�сив, содержащий стро�ки, от�лич�ные от ну��ля и еди�ни�цы мат�рицы  пре�об�ра�зо�ваний Мn-1; В (тип real) - мас��сив собственных зна�че�ний мат�рицы А. Про��це�ду��ра Danil в работе об�ра�ща�ет�ся к под�про�грам�ме Lam�bda, описанной в п. 4.1.

	Вычислительный алгоритм процедуры Vect:

Вычисляется вспомогательный вектор Y, со���от��ветствующий oчередному значению l (по фор�му�ле 1.41).

Вычисляется собственный вектор мат�ри�цы А и заносится в соответствующий стол�бец мас�си���ва V  (по формуле 1.42).

Если выбраны не все значения l, то пе�ре�ход на  шаг 1, иначе - конец подпрограммы.

procedure Vect (const n: integer; x: mas11; 

				m:mas1;  var v : mas1);

type mas = array [1..n] of real;

var y : mas;  i,j, k, NS : integer;  sum : real;

begin 	

	NS := 1;

    repeat 

		y[n] := 1; 

		for i := n-1 downto 1 do 

				y[i] := y[i+1]*x[ns];

		for i := 1 to n do

          begin 

			sum := 0.0;

             	for j := 1 to n do 

				sum := sum + m[i,j]*y[j];

                y[i] := sum;

		end; 

       	for i := 1 to n do  

		v[i,ns] := y[i];   

		Inc (ns);

	until ns>n;

end.

	Формальные параметры про�цедуры. Входные: М1  (тип integer) - начальный номер собст�вен�ного зна���чения l матрицы А, начиная с ко�то�ро�го надо ис�кать соб�ст�вен�ные векторы матрицы А; М2 (тип in�te��ger) - по�след�ний номер собственного значения l мат��рицы А, до ко�то�рого надо искать собст�вен�ные ве�к�торы (очевидно, что М1 < М2); М (тип re�al) - вспо��мо�га�тельный массив, содержащий стро�ки мат�ри�цы пре�об�разований М, ис�поль�зуемый для пе�ре�сче�та собст�венного вектора мат�ри�цы Фро�бениуса в соб�ст�венный вектор матрицы А; В (тип real) - мас�сив собст�венных значений мат�ри�цы А. Вы�ходные: V (тип real) - массив собст�вен�ных векторов мат�рицы А. Если определяются не все l, то собственные век��то�ры рас�по�лагаются с М1 по М2 столбец, а ос�таль���ные  значения мас�си�ва V не определены.

	Примечание. В процедуре Vect от�сут�ству�ет конт�роль вы�числений собственных значений.

	Для проверки работы программы (см. табл. 1.19) собст�вен�ные значения и соб�ст�венные векторы мат�рицы, взятой из п. 4.1, на�хо�дятся с точностью до 0.0001. Все про���ме�жуточные мат�ри�цы для конт�ро�ля за работой про�грам�мы выписаны.

�                                                   Таблица 1.19

�Номер элемента��Параметр�[ 1 ]�[ 2 ]�[ 3 ]�[ 4 ]���Итерация  первая��Матрица �0.533333�-1.416667�1.833333�-0.140000��А�-0.310000�-3.470000�4.500000�0.260000���-0.221133�-3.097133�4.146667�0.166800���0.000000�0.000000�1.000000�0.000000��Матрица�1.000000�0.000000�0.000000�0.000000��(М3)-1�0.000000�1.000000�0.000000�0.000000���0.080000�0.080000�0.060000�0.120000���0.000000�0.000000�0.000000�1.000000��Матрица�1.000000�0.000000�0.000000�0.000000��М3�0.000000�1.000000�0.000000�0.000000���-1.333333�-13.333333�16.666667�-2.000000���0.000000�0.000000�0.000000�1.000000���Итерация  вторая��Матрица �0.634482�0.457412�-0.063403�-0.2162961��А�0.052473�0.575518�0.632654�-0.178628���0.000000�1.000000�0.000000�0.000000���0.000000�0.000000�1.000000�0.000000���1.000000�0.000000�0.000000�0.000000��Матрица�-0.221133�-3.097133�4.146667�0.166800��(М2)-1�0.000000�0.000000�1.000000�0.000000���0.000000�0.000000�0.000000�1.000000��Матрица�1.000000�0.000000�0.000000�0.000000��М2�-0.071399�-0.322879�1.338873�0.053856���0.000000�0.000000�1.000000�0.000000���0.000000�0.000000�0.000000�1.000000���Итерация  третья��Матрица �1.210000�0.291500�-0.583363�0.101987��А�1.000000�0.000000�0.000000�0.000000���0.000000�1.000000�0.000000�0.000000���0.000000�0.000000�1.000000�0.000000��Окончание таблицы 1.19

�Номер элемента��Параметр�[ 1 ]�[ 2 ]�[ 3 ]�[ 4 ]��Матрица�0.052473�0.575518�0.632654�-0.178628��(М1)-1�0.000000�1.000000�0.000000�0.000000���0.000000�0.000000�1.000000�0.000000���0.000000�0.000000�0.000000�1.000000��Матрица�19.057255�-10.967785�-12.056645�3.404166��М1�0.000000�1.000000�0.000000�0.000000���0.000000�0.000000�1.000000�0.000000���0.000000�0.000000�0.000000�1.000000��������Собственные �0.214779�-0.699093�1.043229�0.651085��значения матрицы А�������0.497526�-0.038678�0.526914�-3.835256��Собственные �0.291000�-1.037180�1.061588�1.062538��векторы  матрицы А�-2.963725�0.229082�0.530102�-0.202091��(не нормированные)�1.000000�1.000000�1.000000�1.000000���-0.167872�0.037291�0.496345�1.000000��Собственные �-0.098187�1.000000�1.000000�-0.277045��векторы  матрицы А�1.000000�-0.220871�0.499348�0.052693��(нормированные)�-0.337413�-0.964153�0.941985�-0.260739��

�4.3. ВЫЧИСЛЕНИЕ  СОБСТВЕННЫХ  ВЕКТОРОВ   И СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ СИММЕТРИЧЕСКОЙ МАТРИЦЫ                             МЕТОДОМ ЯКОБИ

	Всякая симметричная матрица A может быть за��писана в виде

A = V*DV,                                     (1.43)

где V*- ортогональная матрица; D - ди�а�го�наль�ная с эле�мен�тами l1, l2,..., lm - собственными зна�че�ни�я��ми мат�ри�цы A. После умножения (1.43) слева на V* получим AV* = V*D, и ес��ли рас�писать это матричное ра�венство по стол�б�цам, то ока�жет�ся, что каждый i-й столбец мат�ри�цы V* является соб�ст�венным век�тором, от�ве�ча�ю�щим соб�ст�вен�ному зна�че�нию li [Ба�х�валов, 1973а]. Пре��об��разуя сис�те�му (1.43) к ви��ду

 VAV*= D, 

по�стро�им по�сле�до�ва��тель�ность ор�то�го�наль�ных мат�риц V1,  ...., Vn так, чтобы при Wn=Vn...V1, � EMBED Equation.2  ��� иметь Wn AWn* � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���D. Если теперь обо�значить че���рез Vkl(f) мат�ри�цу с эле�мен��та�ми vkk = vll = cosf, vkl = -vlk = sin f, vii = 1 при i№ k, i№1, vij = 0 при ос�таль�ных (i, j), то она будет ортогональной.

	Построим последовательность матриц Vn и a(n) = � EMBED Equation.2  ��� по следующему правилу: 

А(1) = V1 A V1* , ..., A(n) = V nA(n-1) Vn* .     (1.44)

	Матрица

� EMBED Equation.2  ���

строится в зависимости от матрицы A(n) так, что�бы вы�пол�ня�лось неравенство [Бахвалов, 1973а]

� EMBED Equation.2  ���.      (1.45)

	Выражая каждую матрицу A(n) через пре�ды�ду�щую, бу�дем строить итерационную по�сле�до�ва�тель�ность A(n) = WAWn*.  Согласно оцен�ке (1.45), имеем

� EMBED Equation.2  ���.

	Пусть матрица  D(n)  получена из A(n) простой за�меной всех недиагональных элементов на нули. Тогда не�труд�но доказать  [Бахвалов, 1973а], что

� EMBED Equation.2  ���,    (1.46)

откуда вытекает  |ln(n) - ln| ( rn при всех n, где li - соб�ст�вен�ные значения матрицы A(n) (значит, и мат�рицы A), за��ну�ме�ро�ванные в порядке убы�ва�ния, а ln(n) - соб�ствен�ные зна�че�ния матрицы D(n), т.е. ее диагональные эле�мен�ты, также за�ну��ме�ро�ван�ные в порядке убывания; rn - верх�няя оцен�ка по�греш�ности.

	Столбцы матрицы W(n) оказываются при�бли�же�ни�я�ми к собственным векторам матрицы A(n). Все столбцы про�изведения матриц V(fkl) и Akl, кро�ме k-го и первого, сов�па�дают с соответствующими столб�цами матрицы A(n), k-й и первый столбцы но�вой матрицы яв�ля�ют�ся линейными ком��би�на�ци�я�ми этих же столбцов мат�рицы A. Та�кого же ко�л�и�чес�т��ва дейс�твий по�тре�бу�ет дальнейшее умно�жение на мат��рицу V*(fkl) в со�от�вет�ствии с фор�му�ла�ми (1.44), ког�да про�ис�хо�дит из�ме�не�ние k-й и пер�вой строк.

	Общее количество арифметических операций для по��лу��че�ния каждой последующей матрицы A(n) со�с�та�вит при этом  ~ 6n.

	Рассмотренный алгоритм (с некоторой мо�ди�фи�ка�ци�ей, предложенной в работе [Greenstadt, 1961]) ре��а�ли�зо�ван в про��це�дуре eigjac, используя которую можно вы�чис�лить все собственные зна�че�ния и  соб�ствен�ные век�то�ры за�дан��ной сим�мет�рич�ной матрицы a[1:n, 1:n]. На вы�хо��де  из  про�це��ду�ры l-й столбец мат�рицы S (на�чаль�ное зна�че�ние мас�си�ва S не�су�щест�венно) со�дер�жит первый  из n соб���ст��вен�ных век���то�ров дан�ной мат�рицы, ди�а�го�наль�ный эле�мент a[l, l] мас��сива A со��от�вет�ст�вует первому соб��ст�вен�ному  зна���че�нию. Ите��ра�ци�онный процесс за��ка�н�чи�ва�ет�ся, ког�да для каж�дого не���ди�а�го�наль�но��го  элемента a[i, j]  вы�пол�ня��ется не�ра�вен�ст�во

� EMBED Equation.2  ���,

где параметр e, связанный с оценкой по�греш�нос�ти rn в фор�му�ле (1.46)  и введенный вместо  rn для оценки ка�чес�т�ва ре�ше��ния в работе [Gre�en�stadt, 1961], и есть за�да�ва�емая точ�ность.

	Формальные параметры про�цедуры. Входные: n (тип  in�teger) - порядок матрицы A; eps (тип real) - за�да��ваемая точ���ность; a[1:n,1:n] (тип real) - ис�ход�ная сим��метричная мат���рица. Вы�ход�ные: a[1:n, 1:n] (тип re�al) - матрица, ди�а�го�наль��ные элементы ко�то��рой a[i, i] яв�ляются со�от�вет�ст�вен�но li-ми соб�ст�вен�ны�ми зна�че��ни��я�ми; s[1:n, 1:n] (тип re�al) - мат��ри�ца, k-й столбец ко��то�рой содержит k-й из n соб�ст�вен�ных векторов ис�ход��ной матрицы A.

procedure eigjac (n:integer;eps:real; 

				var a, s:mas1);

var  norm1,norm2,thr,mu,omega,sint,cost,

		int1,v1, v2,v3,t : real;   

		i,j,p,q,ind : integer;

label main, main1;

begin

 { *** формирование в массиве s 

единичной матрицы *** }

    for i:=1 to n do 

          for j:=1 to i do 

		if i=j then 

			s[i,j]:=1 

		else 

		begin 

			s[i,j]:=0; 

			s[j,i]:=0;

		end;

{ *** вычисление начальной нормы norm1, 

 конечной нормы norm2 и порога thr   *** };

		int1:=0;   

		for i:=2 to n do  

			for j:=1 to i-1 do 

				int1:=int1+2*a[i,j]*a[i,j];

		if int1=0 then 

			exit;

		norm1:=sqrt(int1); 

		thr:=sqrt(int1);  

		norm2:=(eps/n)*norm1; 

		ind:=0;

main: 

		thr:=thr/n;    

{**начало обработки недиагональных элементов**};

main1: 

		for q:=2 to n do   

			for p:=1 to q-1 do

               		if abs(a[p,q]) >= thr then

               		begin 

					ind:=1; 

					v1:=a[p,p]; 

					v2:=a[p,q]; 

		     			v3:=a[q,q];        

					mu:=0.5*(v1-v3); 

	      			if mu=0 then 

						omega:=-1 

					else  

						omega:=-sign(mu)*

							v2/sqrt(v2*v2+mu*mu);

	 				sint:=omega/sqrt(2*(1+

							sqrt(1-omega*omega)); 

					cost:=sqrt(1-sint*sint);

               			for i:=1 to n do

	               		begin  

						if i<>p AND i<>q then

          	                  	begin 

							int1:=a[i,p]; 

							mu:=a[i,q];

                             	      a[q,i]:=int1*sint+mu*cost; 

                                   	a[i,q]:=int1*sint+mu*cost;

		                               a[p,i]:=int1*cost-mu*sint; 

          	                         a[i,p]:=int1*cost-mu*sint;

						end;     

				int1:=s[i,p]; 

				mu:=s[i,q]; 

          		s[i,q]:=int1*sint+mu*cost;

                       s[i,p]:=int1*cost-mu*sint

			end {***i***};   

			mu:=sint*sint; 

			omega:=cost*cost; 

			int1:=sint*cost;

          	t:=2*v2*int1;

			a[p,p]:=v1*omega+v3*mu-t;

          	a[p,p]:=v1*mu+v3*omega+t;  

          	a[p,q]:=(v1-v3)*int1+v2*(omega-mu);

           	a[q,p]:=(v1-v3)*int1+v2*(omega-mu);

		end ;         

{***проверка достижения заданной 

точности***};

		if ind=1 then 

		begin 

			ind:=0; 

			go to main1 

		end;

      if thr > norm2 then go to main;

end.

	Процедура eigjac получена из процедуры jacobi [Агеев, 1976] переводом последней с языка AL�G�OL на язык PAS�CAL, при этом было сделано не�сколь�ко  тож�дественных  пре�образований,  оп�ти�ми�зи�ру�ю�щих зат�раты машинного вре�мени. Про��це���ду�ра eig�jac  бы�ла  про��ве�ре�на  для  тех  же  ис��ход�ных данных, что и  про�цедура  jacobi  [Агеев,  1976]: n = 4, eps=10-8 и

� EMBED Equation.2  ���.

Вычисления, выполненные на  IBM PC/AT-386 с час�то�той 40 МГц, дали следующие результаты, которые сов�падают с ре�зуль�та�та�ми тес�ти�рования 

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ��� , 

при�ве�денными в ра�бо��те Агеева [Аге�ев и др., 1976], и име�ют мак�си�маль�ную по�греш�ность по от�но�ше�нию к соб�ст�вен�ным зна�че�ни�ям li и собственным век���то�рам X ис��ход�ной мат�рицы [в сравнении с их ве���ли�чи�на�ми из ра�бо��ты Фадеева и др. (1963) ] max ri =  4*10-8, maxSi = 3*10-6.

4.4. ЗАДАЧА ОБРАЩЕНИЯ МАТРИЦ И ВЫЧИСЛЕНИЯ  ГЛАВНОГО  ОПРЕДЕЛИТЕЛЯ      ПО СХЕМЕ ГАУССА

	Метод Гаусса, подробно рассмотренный в п. 3.1 и 3.2, с ус�пехом может быть ис�поль�зо�ван для  вы�чис�ле�ния оп�ре�де�ли�телей.

	Пусть дана неособенная матрица (1.33) и на�до най�ти об�рат�ную матрицу и detА. Если матрица (1.33) имеет ранг боль�ше трех, то даже задача нахождения детерминанта не яв�ля�ется прос�той задачей. Надо отметить, что данный метод нель�зя при�менять, если исходная матрица особенная. Рас�смот�рим ли�нейную однородную систему урав��не�ний Ах = 0, при ре�ше�нии которой мат�ри�ца А за�ме�няется верхней треугольной мат�ри�цей В:

� EMBED Equation.2  ���,

тогда уравнение преобразуется к виду Вх = 0. Эле�менты мат�рицы В получаются из элементов мат�ри�цы А по фор��мулам единственного деления (1.26). Но  за�метим, что деление на ведущий эле�мент мат�ри�цы эк�ви�валентно  вы�носу  за опре�де�ли�тель со�мно�жителя аii, тогда

detА =  а11 detА(1) = 

 = а11 а22 detА(2) =  ... = а11 а22 ...аnn detB,

но det В = 1, следовательно 

det А = а11 а22 ...а nn.,                   (1.47)

т.е. определитель матрицы ра�вен про�из�ве�де�нию "ве�ду�щих" эле�мен�тов для соответствующей схе�мы Гаусса. Ес�ли при приведении мат�рицы А к тре�у�гольному виду ис�пользовать мо�ди�фи�ци�ро�ван���ный ме�тод Гаусса с вы�бо�ром глав�ного эле�мен�та, то фор�мула (1.47) примет сле�ду�ю��щей вид: 

det А = (-1)k а11 а22 ...а nn ,                   (1.48)

где k - количество перестановок строк при ре�а�ли�за�ции ме�тода.

	Очень часто метод Гаусса при�ме�няют при ре�ше��нии за��дачи об�ра�ще�ния матриц. Обозначим эле�мен�ты об�рат�ной матрицы через aij, тогда за�дача об�ра�ще�ния мат�ри�цы А сво�дит�ся к решению сис�темы ли�ней�ных урав�нений аij ( ajk = dik, или в мат��ричной за�пи�си АА-1 = Е, где Е - еди�ничная мат�рица. Решая сис�те�му урав�не�ний методом Га��усса - Жор�дана, лег�ко получаем об�рат��ную матрицу: 

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

	Правая часть преобразованной матрицы и бу�дет яв�лять�ся искомой обратной матрицей А-1.

	Как уже указывалось, метод Га�ус��са является очень рас�про�стра�ненным вы�чис��ли�тель��ным методом, и по�э�то�му прак�ти�чес�ки лю���бая БСП имеет вы��чис�ли�тель�ную про�це�ду�ру, ре�а�ли�зу�ю�щую метод Гаусса. Рассмотрим од��ну из таких про�цедур ЕС-1066 для транслятора FOR�T�RAN-77, не�сколь�ко мо�ди�фи��ци�ро�ван�ную для об�ра��ще�ния матрицы и вы��чис��ле�ния опре�де��лителя (пе�ре�вод тек�с�та процедуры на язык PASCAL вы�пол�нен ав�то�рами):

procedure gaus_obr (a : mas; var v : mas; 

				var tol : integer; var det : real);

type mst = array [1..n*2]of real;     

				mss = array [1..n] of mst;

var a1 : mss;    i, j, m, k : integer;  h : real;

begin  

	for i := 1 to n do                    

 {  ФОРМИРОВАНИЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ  МАТРИЦЫ А1    }

    	for j := 1 to n*2 do

          if j<= n then  

			a1 [i,j] := a[i,j]

          else   

			if i=j-n then 

				a1  [i,j] := 1.0  

			else 

				a1[i,j] :=0.0;

	tol := 0;  

	det := 1;     

{ НАЧАЛЬНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ СОNSТ-ант}

    if n > 50 then 

	begin 

		tol := 2; 

		exit; 

	end;

    if abs(a1[n,n]) < 1.0e-10 then 

	begin 

		tol := 1; 

		exit; 

	end;

    for i := 1 to n do  

	begin  

		if abs(a1[i,i])<1.0e-10 then 

		begin 	tol:= 1; 	exit; 	end;

		h := a1[i,i];   

		det := det * h;   

	    	for j := i to n*2 do  

			a1[i,j] := a1[i,j] / h;

		if i<n then    

		for j := i+1 to n do

		begin 

			h := a1[j,i];   

          	for k := 1 to n*2 do  

				a1[j,k] := a1 [j,k] - h*a1[i,k];

		end;

	end;   

	for i := n downto  1 do

   	for k := i-1 downto 1 do

    begin 

		h := a1[k,i]; 

		for j:=1 to 2*n do 

			A1[k,j] := A1[k,j] - A1[i,j]*H;

    end;  

	for i := 1 to n do  

		for j := n+1 to n*2 do 

			 v [i,j-n] := a1[i,j];

end.

	Формальные параметры про�цедуры. Входные: А (тип re�al) - матрица, для которой ищется об�рат���ная; N (тип in�te�ger) - размерность матрицы (матрица долж�на быть квад�ратной, т.е. размером N(N). Вы�ход�ные: tоl (тип re�al) - це�лое чис�ло, ко�то���рое при нор�мальном завершении  про��це�ду�ры равно 0. Ес�ли при об�ра�щении мат�ри�цы один из ди�а�го�наль��ных элементов стал равен 0, то про���це��дура воз�вра�ща��ет зна�чение дан�но�го па�ра�мет����ра 1; V (тип real) - об�ратная для А мат�ри�ца; SUМ- оп�ре���де�ли�тель мат�ри�цы.

	В процедуре gaus_obr вводится вспо�мо�га�тель�ная ма�т��ри�ца А1, размером [N(2*N], в ко�то�рой пер�вая по�ловина рав�на введенной мат�ри�це А, а вто�рая (от  N+1 до N*2) - еди��ни�чной. Вы�пол�няя пре�об�ра�зо�вания над пер�вой по�ло�ви�ной матрицы А1 (от 1 до N) для при�ве�де�ния ее к виду единичной матрицы, по�лу�ча�ем во второй половине мат�ри�цы А1 матрицу, об�рат�ную по от�ношению к А, т.е. А-1. При вы��полнении  де�ле�ния на ве�дущий элемент аii под�счи�ты�вается и оп�ре�де�ли�тель мат��ри��цы А, ко�торый на�кап��ли�ва�ет�ся в пе�ре�мен�ной SUМ.

	Для примера и проверки процедуры на�хо�дим об�рат�ную мат�рицу методом Гаусса и вы�чис�ляем dеtА. Мат�ри�ца взята из п. 3.1. Ре�зуль�та�ты вы�чис�ле�ний при�водятся в табл. 1.20. 

	Определитель матрицы равен -0.1020.

�                                                 Таблица 1.20

Обратная матрица�Проверка А*А-1��1.5505�-0.1315�-0.5025�0.0941�1.000�-0.0000�-0.0000�-0.0000��-0.1315�-0.1786�-0.0560�1.3062�0.000�1.0000�-0.0000�-0.0000��-0.5025�-0.0560�4.1116�-1.3471�-0.000�0.0000�1.0000�0.0000��0.0941�1.3062�-1.3471�0.2365�0.000�0.0000�-0.0000�1.0000��

�4.5. ОБРАЩЕНИЕ                                                               СИММЕТРИЧЕСКОЙ  МАТРИЦЫ                                                  МЕТОДОМ КВАДРАТНЫХ КОРНЕЙ

	Для обратной матрицы X = A-1 справедливо ра��вен��ст�во AX = BDX = E, где D - диагональная мат���ри�ца с элементами d = (1; E - единичная мат�ри��ца; B - мат��рица, удов�ле�тво�ря�ю�щая равенству A = BD, т.е. в не�котором смысле достаточно близ����кая к мат�ри�це A. Сле�до�ва�тель�но, для на�хож�де��ния мат�ри�цы X до�ста�точно по�сле�до�ва�тель�но ре��шить два мат�рич�ных урав��не�ния: BY=E и DX=Y (де�та�ли ал�го�рит�ма метода квад�рат�ного кор�ня см. в п. 3.4). Об��щий объем вы�чис��ле�ний при этом со�ста�вит ~2n ариф�ме�тических опе����ра�ций. Уто�ч�не�ния при��бли�же�ния к об�рат�ной мат�ри����це в случае не�об�хо�ди�мос��ти мож��но проводить, вклю���чая  в  ал�горитм ите�ра�ции 

Xk = X k -1 (2E - AXk -1). 

	В ра��боте Бахвалова (1973а) до��ка�за�но, что при до��ста�точно хо�ро�шем на�чальном при�бли�же�нии, ког�да вы�пол�ня�ет�ся неравенство ||E - AX0||<< 1, этот ите�ра�ци�он�ный про�цесс быстро схо�дит�ся.

	В работе Фадеева [Фадеев, Фадеева, 1963] пред�ло�жен дру�гой алгоритм обращения симметрической мат�pи�цы с не�ну�левыми  ведущими  минорами на ос��но��ве упро��щенного ва�рианта метода квад�рат�ных  кор��ней. Этот ал�горитм по�стро�ен таким об�ра�зом, что в мат�рице A-1 за�меняются n(n+1)/2 ди�а�го�наль�ных и над�диагональных эле�ментов эле�мен�та�ми мат�рицы A, при этом под�ди�а�го�наль�ные эле�мен�ты матрицы A ос�таются неизменными. Пре��и�му�щество такого  под�хо�да  состоит  в  том,  что тре�буется толь�ко n ра��бо�чих ячеек, не нужно ни�ка�кой еди��нич�ной мат�рицы, не из�вле�ка�ют�ся ни�ка�кие квад�рат�ные кор��ни, вы�пол�ня�ет�ся лишь n опе�ра�ций деления. При боль�ших n ко�ли�чес�тво опе�раций умно�же�ния при�бли�жается к n3/2, что в не�сколь�ко раз меньше, чем при ис�поль�зовании ста�н�дартного  алгоритма.  

	Рассмотрим про�цедуру invers, по�стро�ен�ную на ос��но�ве  та�кого  упро�щенного  алгоритма.

	Формальные параметры про��цедуры. Входные: n (тип  in��teger) - порядок матрицы A; a[1:n, 1:n] (тип real) - ис�ход�ная матрица. Вы�ход�ные: a[1:n,1:n] (тип real) - матрица, раз���ме�щен�ная на месте исходной мат�рицы a, в ко��то�рой глав���ная диагональ и над�ди�а�го�нальные эле�мен�ты пред�став��ляют собой элементы об�ратной мат�рицы A-1.

procedure invers (n: integer; var a mas2);

var  y,p : real; i,j,k : integer; 

			v : array [1..n-1] of real;

begin  

	for k:=1 to n do    

	begin  

         {**** если a[1,1]=0, то выход ***} 

		if a[1,1]=0 then 		exit;

        	p:=1.0/a[1,1];   

		for i:=2 to n do 

			v[i-1]:=a[1,i];

        	for i:=1 to n-1 do

     	begin 

			a[i,n]:=-v[i]*p;  

			y:=-v[i]*p;   

			for j:=i to n-1 do 

				a[i,j]:=a[i+1,j+1]+v[j]*y

           end ;    

		a[n,n]:=-p;

	end ;         

	for i:=1 to n do 

		for j:=i to n do 

			a[i,j]:=-a[i,j]

end .

	Приведенная процедура была получена путем пе�ревода процедуры invers66 [Агеев и др., 1976] с язы�ка  AL�GOL на язы�к PASCAL и проверена на тех же при�ме�рах, что и в под�тверждениях к рас�смат�ри�ва�е�мому ал�го�рит�му, при�ве�ден�ных в работах [Ran�del, Brouden, 1962; Caffrey, 1962].  В част��нос�ти, для матрицы Вильсона  

� EMBED Equation.2  ���

получено

� EMBED Equation.2  ���.

	Для матрицы пятого порядка, ис�поль�зо�ван�ной в ка�чес�т�ве теста в работе (Randel, Brouden, 1962), результат ока�зал�ся следующим:

� EMBED Equation.2  ���.

	Результаты тестирования на IBM PC/AT-386 пред�ла�га�е�мых процедур соответствуют результатам, при���ве�ден��ным в ра�ботах [Randel, Brouden,1962; Caffrey, 1962] , с до�ста�точ�ной степенью точности  (e < 10-5).

	Замечание. В рамках приведенного алгоритма мож�но легко вычислять определитель исходной мат���рицы  как ре�зуль�тат последовательного пе�ре�мно���жения зна�че�ний глав�ных элементов (на что ука���зано и в работе [Ca�f�frey, 1962]. Так, если aii, рав����ный a[i, i], на каждом k-м ша�ге алгоритма яв��ля����ется главным элементом мат�ри�цы по�ряд�ка n, то оп��ре�де�ли�тель матрицы может быть вы�чис�лен до�воль��но просто: как произведение ве��ду��щих эле�мен�тов. Если при этом вы�пол�нялись пе�ре�ста��нов��ки столбцов или строк, то появляется со��мно��жи�тель -1 в степени,  равной  числу  вы�пол�нен�ных пе�ре��ста�но�вок.

4.6. ОБРАЩЕНИЕ МАТРИЦЫ                                          И РЕШЕНИЕ   СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ  УРАВНЕНИЙ

	Рассматриваемый здесь алгоритм ите�ра�ци�он�но�го  ти�па  объ�единяет задачи обращения мат�ри�цы A и ре�ше�ния сис�те�мы линейных ал�геб�ра�и�чес�ких урав�нений, за�да�ваемых в мат�ричной форме как

 AТ x = b,                                  (1.49)

где АТ - транспонированная матрица A; x - век�тор�-стро�ка не�известных членов; b - вектор-строка сво�бод�ных чле�нов. В случае если задано b = (1, 0, ..., 0), то про�це�дура inve�qu будет вычислять об�ращенную мат�ри�цу  A-1,  для других b решается урав�нение (1.49)

	Формальные параметры про�цедуры. Входные: n (тип in��te�ger) - размер матрицы А; а[1:n, 1:n] (тип re�al) - ре�зуль�тат транспонирования матрицы A; b[1:n]  (тип real) - век�тор-строка b; count (тип in�te�ger) - параметр, за�да�ющий ко�ли��чество итераций (в ра��боте Роека (1962), в ко�торой при�ве��дена пер�во�на��чаль�ная, не оп�ти�ми�зи�ро�ван�ная версия ал�го�рит��ма, не рекомендуется задавать count больше 6); eps (тип re��al) - число, характеризующее точ�ность по��лу�чен�но��го при�бли�жения к теоретическому ре�зуль�та�ту. Вы��ход�ные: w[1:n, 1:n] (тип real) - мат�ри�ца A-1 в слу�чае b = (1,0,...,0); x[1:n] (тип real) - ве�к�тор-строка  ре�ше�ния урав�не�ния (1.23); c[1:n,1:n] (тип real) -  матрица,  слу��жащая  для конт�роля точ�ности. После выполнения про��це�ду�ры  в качестве пер�вой строки матрицы c будет век��тор b вдоль главной ее ди�а�го�нали (1,0,...,0).  В ну�ле�вом цик�ле  первой итерации  про�це��ду�ра  invequ оп�ре�де�ляет в ка�честве строк мат�ри�цы w стол�бцы матрицы a, для  всех по�сле�ду�ю��щих итераций стро�ки матрицы w,  вы��чис�лен��ные в n-м цикле последней ите�рации, яв�ля�ют�ся стро��ка�ми матрицы w нулевого цикла. 

procedure invequ (a:mas2; b:mas1;

					n,count: integer;eps:real;

					var w: mas2; x: mas1; c:mas2);

 var bh,z : real; i,j,p : integer;

label beg;

begin 

	for j:=1 to n do 

		for i:=1 to n do 

			w[j,i]:=a[i,j];

beg:  

	for j:=1 to n do 

		for i:=1 to n do 

			c[i,j]:=0;

	bh:=b[1];

   	for j:=1 to n do    

	begin   

		for i:=1 to n do 

			c[j,j]:=c[j,j]+w[j,i]*a[i,j];

     	z:=bh/c[j,j];    

		for i:=1 to n do 

			w[j,i]:=z*w[j,i];

       	for i:=1 to n do           

			if i<>j then

   			begin 

				for p:=1 to n do 

					c[i,j]:=c[i,j]+a[p,j]*w[i,p];

          		if i=1 then  	z:=b[j] -c[i,j]; 

				else 		z:=0-c[i,j];  

		 		for p:=1 to n do 

					w[i,p]:=bh*w[i,p]+z*w[j,p]

			end;                   

		bh:=1

   	end;           

	z:=abs(b[1]);

  	for j:=1 to n do 

		if abs(abs(c[j,j])-z) > eps then

  		begin 

			count:=count-1;      

			if count > 0 then 		go to beg

  		end;          

	for j:=1 to n do 

		x[j]:=w[1,j]

end.

	Процедура invequ получена из процедуры simult [Агеев, 1976] � путем ее перевода с языка ALGOL на  язык PASCAL.

	Проверка процедуры invequ производилась в це�лях контроля  для  тех же входных  параметров, что и в ра��бо�те Агеева (1976). При этом для вход�ных парамет�ров

� EMBED Equation.2  ���,  � EMBED Equation.2  ���

n = 3, count  = 3, 6, 10  и eps = 1e - 3, 1e - 5, 1e - 8, при всех зна��че��ниях count и eps были получены сле�ду�ю�щие ре�зуль�та�ты, совпадающие с полученными Агеевым (1976):

         1) для  b = (1, 0, 0)

� EMBED Equation.2  ���;

	2) для  b = (9, -2, 7),       x = (-1, 2, 3)

� EMBED Equation.2  ���.

	Для матрицы, транспонированной от мат�ри�цы a, ис��пользованной в первом тесте, результаты так���же хо�ро��шо совпали  с  результатами, при�ве�ден���ны�ми М.И. Аге��евым (1976):

	1) для  b = (1, 0, 0):

� EMBED Equation.2  ���;

	2) для  b = (9, -2, 7):     x = (-0.42536367e-10, 3, 2),

� EMBED Equation.2  ���,

точ�ное решение уравнения (1.23), как указано Аге�е�вым (1976), при этих входных данных x = (0, 3, 2).

4.7. УМНОЖЕНИЕ  УПЛОТНЕННОЙ СИММЕТРИЧЕСКОЙ МАТРИЦЫ НА ПРЯМОУГОЛЬНУЮ

	Произведение матрицы 

A=||aij|| (i = 1, ..., m; j = 1, ..., n) 

на матрицу 

B=||bij || (i = 1, ..., n; j = 1, ..., p) 

есть матрица 

C=||cij|| (i = 1, ..., m; j = 1, ..., p), 

эле�мен�ты которой определяются фор�му�лой 

� EMBED Equation.2  ��� ,  i=1, ...,  m;  j = 1,..., p.    (1.50)

	Из равенства (1.50) следует, что операция пе���ре�мно�жения  матриц определена только тогда, ког�да чис���ло столбцов матрицы A равно количеству строк мат�ри�цы B. 	В случае если одна из пе�ре�мно�жа�е�мых мат��риц, на�при�мер матрица A, является сим�мет��ри�ч��еской, т.е. aij = aji, то она мо��жет быть уплот�не�на пу�тем сведения к почти тре�у�голь�ной мат�рице (верх��няя треугольная часть матрицы A, вклю�чая глав��ную ди�а�гональ), которую из прак�ти�чес�ких вы��чис��ли���тель�ных со�ображений (экономия ма�шин�ной па�мя�ти, уско���ре�ние поиска нужного элемента) удоб�но по�строч�но пе���ре��пи�сать в виде одномерного мас�си�ва d [1:n((n+1)/2]. Заметим, что в этом случае в про�цес�се вы��пол�нения со�от�вет�ст�вующей про�це�ду�ры зна�че��ния эле��ментов исходной мат�ри�цы a[i, j] могут при�����сва�и�ваться элементам d[mi+j], где mi = =(2n - i) (i - 1) / 2.  От��сю�да сле�ду�ет, что  mi+1= mi + n - i, т.е. зна��че�ния mi мо�гут вы�чис�лять�ся рекурсивно, если по�ло�жить m0 = 0. Та��кое уп�лот�не�ние симметрической мат��ри�цы мо�жет быть по�лез��но, на�при�мер, в том слу�чае, ког�да она целиком не по���мещается в сво�бод�ную часть опе�ра�тив�ной памяти ЭВМ. Раз�ме�ще�ние ре�зуль�тирующей мат�рицы C на мес�те вво�ди�мой мат��ри�цы B также по�зво�ляет оп�ти�ми�зи�ро�вать зат��раты опе��ративной па�мя�ти.

	Изложенный алгоритм реализован в про�це�ду�ре multcram.

	Формальные параметры про�цедуры. Входные: n (тип integer) - порядок квадратной мат�рицы A и количество строк пря�моугольной мат�ри�цы B; d[1:n((n+1)/2] (тип real) - вво�ди�мая в виде од�но�мерного массива  d уплотненная мат�ри�ца A; r (тип integer) - количество столб�цов вводимой пря�мо��у�голь�ной матрицы B; b[1:n, 1:r] (тип real) - матрица B. Выходные:  b[1:n, 1:r] (тип real) - вы�во�димая на месте вхо�дной матрицы B матрица-про�из�ведение  C = A*B.

procedure multcram (d: mas1; n,r: integer; 

				var b:mas2);

var s:real; i,j,k,m : integer; v array [1..n] of real;

begin  

	for j:=1 to r do

    begin  

		for i:=1 to n do    

		begin 

			s:=0; 			m:=i-n;

			for k:=1 to n do  

     		begin 

				if k <= i then m := m+n+1-k 

					else m:=m+1;

				s:=s+d[m]*b[k,j]

			end {k};			v[i]:=s

		end {i};           	

		for i:=1 to n do 

			b[i,j]:=v[i]

	end {j};

end {multcram}.

	Процедура multcram была получена из про�це�ду��ры cram [Агеев, 1976]� путем ее перевода с язы�ка ALGOL на язы�к PASCAL. Тестирование про�це�ду�ры про��водилось на IBM PC/AT-386  для тех же ис�ход��ных данных, что и  в  работе Каффрей (1961):

� EMBED Equation.2  ���       � EMBED Equation.2  ���.

При этом был получен верный результат:

� EMBED Equation.2  ���.

4.8. КОРРЕКТИРОВКА ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ ПОСЛЕ  ИЗМЕНЕНИЯ ОДНОГО ЭЛЕМЕНТА В ПРЯМОЙ МАТРИЦЕ

	Пусть дана матрица A = M -1 размерностью [n(n] и мат�ри�ца M', полученная в результате уве��ли�чения эле�мен�та m[i,j] матрицы M на величину d. Тогда скор�рек�ти�рованная мат�ри�ца B = (M') -1 мо�жет быть эффективно вы��числена по эле�мен�там мат�рицы A без обращения мат�рицы M при по�мо�щи пред��став�лен�ной процедуры adjust.

	Формальные параметры про�цедуры. Входные: a[n,n] - (тип real) - исходная матрица A;  n (тип in�te�ger) - по�ря�док мат�рицы A; i, j  (тип in��te�ger) - ин�дек�сы измененного эле�мен�та m[i, j] мат�ри�цы M; d (тип real) - величина из�ме�нения эле��мен�та m[i, j]. Вы�ходные: b[n, n] (тип real) - скор�рек�ти�ро�ванная мат�рица B.

procedure adjust (a:mas1;n,i,j: integer;

				d:real; var b:mas1);

var  t : real;  r,s : integer;

begin  	t:=d/(a[j,i]*d+1);

    for r:=1 to n do 

		for s:=1 to n do 

			b[r,s]:=a[r,s]-t*a[r,i]*a[j,s]

end {adjust};

	Процедура adjust представляет собой перевод на язык PASCAL опубликованной в работе [Агеев и др., 1976], ис�правленной, сокращенной и ор�ди�нар��но пе�ре�ра�бо��танной про�цедуры, опубликованной в работе [Herndon, 1961]. Тес�ти�ро�ва�ние про�цедуры adjust было вы�пол�не�но на IBM PC/AT-286 для следующих ис�ход�ных дан�ных:

� EMBED Equation.2  ���  ,   n = 2, i = 1, j = 2, d = 3.

	Результат корректировки

� EMBED Equation.2  ���

с точностью до ошибок округления совпал с точ�ным решением

� EMBED Equation.2  ���.

	Замечание. Интересно, что исходной ал�го�ритм [Hern�don, 1961] проверялся дополнительно Р. Георгом (1962) для мат�риц  порядка n = 2, 3, ..., 10  при  про�из�воль���ных зна�че�ни�ях i, j и случайных  при��ращениях  эле�мен���та m[i, j]  прямой мат�рицы M: -1.0 < d << 1.0. По ре�зультатам корректировки рас�счи�ты�ва�лось про�из�ве�де�ние C = B*M ' и вы�чис�ля�лась по�греш��ность каждого опы��та по фор�му�ле

� EMBED Equation.2  ���,

при этом во всех произведенных опытах зна�че�ние e  не превышало 2e-8.

4.9. МАТРИЦА ПРИЧИННО-СЛЕДСТВЕННЫХ  ОТНОШЕНИЙ

	Задача построения матрицы причинно-след�ст�вен��ных связей возникает при исследовании се�те�вых диаграмм и в этом смысле стоит несколько осо�б�няком в ряду рас�смат�ри�ва�емого в настоящем параграфе алгебры матриц. Тем не менее всле�д��с�т�вие того, что данный логический ал�го�ритм, суть которого описана в этом пункте, оперирует с мат�рич�ны�ми объектами,  мы посчитали це�ле�со�об�раз�ным рас�смот�реть его именно здесь.

	Пусть задана матрица M размером n(n, в ко��торой каж�дый элемент mij = true, если ин�ди�ви�ду�ум i является не�по�сред�ственной причиной ("ро�ди�те��лем") индивидуума j, в про��ти�в�ном слу�чае mij = false. Тогда, если существует по�сле�до�ва�тель�ность чисел k, l, ..., p такая, что в матрице M все  mik, mkl, ..., mpj  эквивалентны  true,  т.е. если ин�ди�ви�ду�ум i яв��ляется косвенной причиной ("пра�ро�ди�те�лем") ин�ди�ви�ду�у�ма j, то элементы пре�об�ра�зо�ван�ной мат�ри�цы M - mij =  true.

	Данный алгоритм реализован в процедуре ances.

	Формальные параметры про�цедуры. Входные:  m[1:n, 1:n] (тип boolean) - исходная мат�рица M;  n (тип in�te��ger) - порядок матрицы M. Вы�ходные: m [1:n, 1:n] (тип bo�o��lean) - пре�образованная матрица M.

procedure ances (n:integer; 

			var m : array [1..n,1..n] of boolean);

var i, j, k : integer;

begin  

	for i:=1 to n do 

		for j:=1 to n do

       	if m[j,i] then     

			for k:=1 to n do   

				if m[i,k] then m[j,k]:=true

end {ances};

	Процедура ances является переводом с языка ALGOL на язык PASCAL стереотипного пе�ре�из�да�ния  [Аге�ев и др., 1976] ординарно пе�ре�ра�бо�тан�но�го ал�горитма  Р.Б. Флойда (1962). Тестирование про�цедуры проводилось на IBM PC/AT-286 для тех же исходных матриц, что и в работе Х.Ц.Тачера (1963), в которой он под�твер�дил эф�фек�тив�ность алгоритма Р.Б. Флойда (1962). Нами при тес�ти�ро�ва�нии были получены ре�зуль�таты, совпадающие с ре�зуль�та�та�ми работы  [Thacher, 1963]:

         1) при n = 5

� EMBED Equation.2  ���;

		2) при n = 9

� EMBED Equation.2  ��� 

� EMBED Equation.2  ���

	Правильность этих результатов, как указано в ра�боте [Thacher, 1963], была убедительно под�твер�ж�де�на при ис�сле�до�ва�нии сетевых диаграмм.

� Матем.сб., 1937, N2, с.169-171.

� Процедура Simult яв�ля�ется результатом существенной переработки ал���го�ритма, впервые опубликованного в работе [Roek,1962], с целью со�кра�щения его за�пи�си и оп�ти�ми�за�ции по рас�хо�ду�е�мой  памяти и времени вы��пол�не�ния.

� Процедура Cram является пе�ре�ра�бот�кой алгоритма [Caffrey, 1961] с целью его упро�ще�ния и модификации.



Глава 1. Численные  методы  алгебры



( 4. Алгебра  матриц
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