		jnx01:=exp (n*ln(x1))*(exp (n*ln(0.5))+s);


         	exit;


    end;


    s2:=0.;


    y:=3./x1;


    for i:=0 to 6 do


	begin


         	s1:=s1+b(i)*exp (i*ln(y));


		s2:=s2+c(i)* exp (i*ln(y));


	end;


	jnx01=cos(x1+s1)*s2/sqrt(x1);


end.


	Процедура-функция jnx01 тестировалась на IBM PC/AT-286  при n = 0, 1; x = 2.9, 4, 15. Полученные при этом результаты представлены в табл. 5.10, значения по�грешности указаны в сравнении с табличными ве�ли�чи�нами � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� [Справочник ..., 1979].


Таблица 5.10


 x�
n = 0�
n = 1�
�
2.9�
-0.2243115953+4.96e-8�
 0.3754275162+3.44e-8�
�
4�
-0.3971498118 -1.20e-8�
-0.0660433224-0.56e-8�
�
15�
-0.0142244714 -0.14e-8�
 0.2051040490-1.04e-8�
�
    Вычисление функции  � EMBED Equation.2  ��� для любого целого v ре�а�ли���зовано наряду с процедурой jnx в процедуре janx, в ко���торой используются внешние процедуры-функции jnx и jnx01. При этом вначале рассчитывается � EMBED Equation.2  ���, а далее используются соотношения


� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���.


    Формальные параметры процедуры. Входные:  n (тип in�teger) - порядок v функции;  x (тип real) - значение ар�гу�мен�та; eps (тип real) - задаваемая точность (при |x| ( 3, при |x| > 3  значение не используется);  a[1:6], b[0:6], c[0:6] (тип do�uble) - значения коэффициентов раз�ло�же�ний (5.27), (5.28) (используются при |x| > 3). Выходной: janx (иден�ти�фи�катор процедуры-функции, тип double) - значение � EMBED Equation.2  ���. 


function janx (n : integer; x,eps : double; 


				a,b,c : array of double) : double;


var  jnx,jnx01 : double;


begin


  { ***Используются внешние функции jnx и jnx01  *** }


	janx:=1.;


	if (x =0)  AND (n=0) then exit;


	na:=abs(n);


	xa:=abs(x);


	if (xa > 3) then


		janx:=jnx01(na,xa,a,b,c)


	else


     	if (x =0) then


		begin


			janx:=0.;


			exit;


		end


		else


          		janx:=jnx(na,xa,eps)


    end;


    if(n=0) then exit;


    if(n < 0) then


		if (na mod 2 = 1) then  janx := -janx;


	if(x < 0.) then 


		if (na mod 2 = 1) then  janx := -janx;


end.


	Тестирование процедуры-функции janx на IBM PC/AT-386 при тех же значениях n и x, что и для про�це�дур jnx и jnx01, дало аналогичные значения � EMBED Equation.2  ���; ре�зуль�та�ты при отрицательных значениях порядка и ар�гу�мента пред�ставлены в табл. 5.11 (ср. с табл. 5.10).


Таблица 5.11


x�
                n = -1�
                 n = 1�
�
 2.9�
  -0.3754275162-3.44e-8�
  0.3754275162+3.44e-8�
�
-2.9�
   0.3754275162+3.44e-8�
 -0.3754275162-3.44e-8�
�
   4�
   0.0660433224+0.56e-8�
 -0.0660433224-0.56e-8�
�
 -4�
  -0.0660433224-0.56e-8�
  0.0660433224+0.56e-8�
�
 15�
  -0.2051040490+1.04e-8�
  0.2051040490-1.04e-8�
�
-15�
   0.2051040490-1.04e-8�
 -0.2051040490+1.04e-8�
�



     Вычисление функции Бесселя II рода для любого це�ло�го v=  = n и вещественного аргумента x может быть вы�пол�нено на основании ее разложения [Справочник ..., 1979]





� EMBED Equation.2  ��� (5.29)


где C = 0.57721566490153 - постоянная Эйлера. 


	Такой алгоритм реализован в приведенной далее процедуре-функции ynx, использующей константы 2C= =1.1544... и 1/( = 0.318... . При этом, если n < 0, вначале вы�числяется функция  � EMBED Equation.2  ���, а затем используется соотношение � EMBED Equation.2  ���.


     Формальные параметры процедуры. Входные: n (тип in��teger) - порядок n функции; x (тип real) - значение ар�гу���мен�та. Выходной: ynx (идентификатор процедуры-функ��ции, тип double) - значение � EMBED Equation.2  ���. При x = 0, ког�да функ�ция Неймана (Вебера) не определена, осу�щес�тв�ля���ет�ся вы�ход к программе обработки соответствующей ошиб�ки.


function ynx (n : integer; x : double) : double;


var  x1,x2,a,r,b,s,d,p,t : double;


begin 


	 if(x = 0.) then  


			exit;


	ynx := 0.;


    na := iabs(n);


    x1 := double(x/2.);


	x2 := x1*x1;


    a := 1.;


    r := 1.;


    b := 0.;


    s := 0.;


    if(n <>0)then


		for i :  :=  1 to na do


		begin


			r := r*i;


			s := s+1./i;


		end;


	end;


    d := 0.;


    if(n <>0) then 


		d := r/na


	r := 1./r;


    p := exp (na * ln(x2));


	t := ln (x2)+1.1544313298031D0;


	 i := 0;


   	while (i > na ) AND (b = ynx) do


	begin


    	b := ynx;


		ynx := ynx+a*r*(t-s);


		if (i < na) then


			ynx := ynx-a*d/p;


		i1 := i+1;


		a := a*x2/i1;


		r := -r/(i1+na);


		s := s+1./i1+1./(i1+na);


		if (i1 < na) then 


			d := d/(na-i1);


		i := i1;


	end;


	p := exp ( na * ln(x1));


	ynx := 0.318309886184D0*ynx*p;


    if(n < 0) then 


		ynx := (-1)**na*ynx;


end.


    Процедура-функция ynx тестировалась на IBM PC/AT-386 при следующих значениях входных па�ра�мет���ров: n = 1, x = (8  и n = (7, x = 4. Полученные при этом результаты


           N1 (8) = -0.1580554,      N1 (-8) = 0.1580554,


           N7 (4) = -3.706224,         N-7 (4) = 3.706224


совпадают с табличными [Справочник ..., 1979] с точ�нос�тью до шести - восьми десятичных знаков.


	Вычисление функции Вебера Yv(x) в част�ных слу�ча�ях v=n= 0, 1 выполняется в процедуре-функ�ции ynx01 на основании следующих полиномиальных ап�прок�си�ма�ций:


	a) при  0  (  x (  3


� EMBED Equation.2  ���, (5.30)


где� EMBED Equation.2  ��� и y определяются выражениями (5.27), зна�че�ния ai  представлены в табл. 5.12; |( (x) | < 1.4(10-8 - при n=0 и  |( (x) | << 11(10-7  при n = 1;


	б) при  x > 3


� EMBED Equation.2  ���,                   (5.31)


где ( и S определяются так же, как и в вы�ра�же�нии (5.28).





Таблица 5.12


i�
ai�
�
�
n = 0�
n = 1�
�
0�
0.36746691�
-0.6366198�
�
1�
0.60559366�
0.2212091�
�
2�
-0.74350384�
2.1682709�
�
3�
0.25300117�
-1.3164827�
�
4�
-0.04261214�
0.3123951�
�
5�
0.00427916�
-0.0400976�
�
6�
-0.00024846�
0.0027873�
�
	Формальные параметры процедуры. Входные: n (тип in�teger) - значение порядка n функции (0 или 1); x1 (тип re�al) - значение аргумента; a[0:6], b[0:6], c[0:6] (тип do�u�b�le) - значения коэффициентов разложений (5.28), (5.30). Вы�ходной: ynx01 (идентификатор процедуры-функции, тип do�uble) - вычисленное значение функции Ве��бера � EMBED Equation.2  ��� или � EMBED Equation.2  ���. В процедуре ynx01 используется внеш�няя про�цедура-функция jnx.


function ynx01(n : integer; x1 : double;


		a,b,c : array of double) : double;


var  x,pi,y,s1,s2 : double;


begin


	{ ***  Используется внешняя функция jnx ***}


	pi  :=  3.14159265359D0;


    s1  :=  0.;


    x  :=  double(x1);


    if(x <=3)then


	begin 


		y  :=  (x/3.)* (x/3.);


         	for i  :=  0 to 6 do


			s1  :=  s1+a(i)*exp (i *ln(y));


         ynx01  :=  s/x**n+2./pi*dlog(x/2.)*jnx(n,x1,1e-8);


         exit;


    end;


    s2  :=  0.;    y  :=  3./x;


    for i  :=  0 to 6 do


	begin


    	s1  :=  s1+b(i)* exp (i *ln(y));


   		s2  :=  s2+c(i)* exp (i *ln(y));


	end;


	ynx01  :=  sin(x+s1)*s2/sqrt(x);


end.


    Процедура-функция ynx01 тестировалась на  IBM PC/AT-386  при n = 0, 1; x = 2.9, 4, 10. Полученные при этом результаты представлены в табл. 5.13, значения по��грешности указаны в сравнении с табличными ве�ли�чи��нами  Y0(x) и Y1(x) [Справочник ..., 1979].


Таблица 5.13


 x    �
n = 0�
n = 1�
�
2.9�
0.4079117580+1.12e-8�
0.2959400312+2.34e-8�
�
4�
-0.0169407231-1.62e-8�
0.3979257124-0.18e-8�
�
10�
0.0556711676+0.03e-8�
0.2490154233+0.09e-8�
�
  	Вычисление функций Ханкеля � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� (функ��ций Бесселя III и IV рода)  при z ( Re z = x и це�лом зна�че�нии порядка v = n реализовано в процедуре hanx12, в ко�то��рой на основании формул (5.25) ис�поль�зованы  раз��ло�же�ние (5.23) функции Бесселя I рода и ап�прок�си�ма��ция функ�ции Неймана � EMBED Equation.2  ��� мно�го�чле�ном вида (5.29). При вы�чис�лении Re[Hn (x)] ( Jn (x) в про�цедуре применяется внеш�няя функция jnx, а при вы�числении Im[Hn(x)] ( Yn(x) - функ�ция  ynx.


   Формальные параметры процедуры. Входные: n (тип in����teger) - порядок функции; x (тип double) - значение ар�гу����мен��та;  k (тип integer) - задает  знак  мнимой  части фун�к����ции Хан�келя: при k = 1 вычисляется � EMBED Equation.2  ���, при k = -1-� EMBED Equation.2  ���; eps (тип double) - задаваемая точность. Вы�ход���ной: hanx12 (тип complex) - идентификатор вы�чис�лен��ной функ�ции Хан�ке�ля. В случае если значение ар�гу�мен�та x = 0 (когда функ�ция не определена), ос�у�щес�твля�ет�ся выход к про�грам�ме об�ра�бот�ки ошибки.


function hanx12 (n,k : integer; 


				x,eps : double):double;


var  re,im,jnx,ynx : double;


begin


	{ ***  Используются внешние функции jnx и ynx *** }


	if (x =0.)  then exit;


	re  :=  jnx(n,x,eps);


    im  :=  k*ynx(n,x);


    hanx12  :=  complex(re,im);


end.


    Альтернативный вариант вычисления функций Хан�ке�ля реализован в более экономичной по времени про�це�дуре hanx120, не требующей использования внеш�них функ�ций,  тело  которой  построено аналогично те�лу функции ynx. Назначение формальных параметров такое же, что и в функции hanx12, однако в отличие от нее процедура ор�ганизована как подпрограмма, ре�зуль�татом работы ко�то�рой являются передающиеся че�рез формальные параметры зна�чения действительной и мнимой частей вычисляемой функции, что иногда мо�жет оказаться более удобным. В про�цедуре ис�поль�зу�ют�ся константы: 2С = 1.1544... и 1/( = =0.318... .


procedure hanx120 (nn , k : integer; 


			var x1,re,im : double);


var re,im,x,x2,a,r,b,s,d,p,t : double;


			x1 : real; nn,k,nna,i,i1 : integer;


begin 	 if(x1 = 0.) then 		exit;


	re  :=  0.;    im  :=  0.;


    nna  :=  abs(nn);


    x  :=  double(x1/2.);


 	x2  :=  x*x;


    a  :=  1.;    r  :=  1.;


    b  :=  0.;    s  :=  0.;


    if (nn <> 0) then


	for  i  :=  1 to nna do


	begin		r  :=  r*i;


		s  :=  s+1./i;


	end;


	d  :=  0.;


    if(nn <>0) then 	


		d  :=  r/nna;


	r  :=  1./r;


    p  :=  exp (nna * ln(x2));


    t  :=  ln(x2)+1.1544313298031D0;


    i  :=  0;


   while (i <=nna) AND (b <>im) do


	begin		b  :=  im;


		re  :=  re+a*r;


      	im  :=  im+a*r*(t-s);


      	if(i < nna) then 


			im  :=  im-a*d/p;


      	i1  :=  i+1; 


      	a  :=  a*x2/i1;


      	r  :=  -r/(i1+nna);


      	s  :=  s+1./i1+1./(i1+nna);


      	if(i1.LT.nna)d  :=  d/(nna-i1)


      	i  :=  i1


    end;


   	p  :=  exp ( nna * ln(x));


	re  :=  re*p;


    im  :=  0.318309886184D0*im*p;


    if(nn <>0)then


	begin         re  :=  (-1)**nna*re;


         im  :=  (-1)**nna*im;


	end;


	if(k < 0) then 	im  :=  -im;


end.


    Тестирование процедур hanx12 и hanx120 на IBM PC/AT-386 показало, что их точностные ха�рак�те�рис�ти�ки примерно одинаковы (при задаваемом в про�це�дуре hanx12 eps = 1e-8), но процедура hanx120 ра �бо�тает не�сколь�ко быстрее. Pезультаты расчетов для k = 1 при��ве�де�ны в табл. 5.14.


Таблица 5.14


 n/x�
hanx12�
hanx120�
�
1/8�
0.2346363-i*0.1580554�
0.2346331-i*0.1580554�
�
1/-8�
-0.2346363+i*0.1580554�
0.2346331+i*0.1580554�
�
7/4�
1.517608e-2-i*3.706224�
1.517607e-2-i*3.706224�
�
-7/4�
-1.517608e-2-i*3.706224�
-1.517607e-2+i*3.706224�
�



Глава 5. Специальные функции и алгоритмы их вычисления





( 5. Функции Бесселя целого порядка
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