Другие основные чис�ло��вые характеристики  слу�чай��ной  ве�личины приводятся в табл. 6.2. За�ме�тим, что s ха�рак�те�ри�зует группировку на�блю�де�ний во�круг цент�раль�ного зна�че�ния; А - скошенность гра�фи��ка функ�ции  f(х) (если А = 0, то график f(х) сим�ме�т�ри�чен от�но�си�тель�но центрального  зна�чения, А > 0 - вы��тя�нут пра�вый ко�нец, А < 0 - вытянут  ле�вый); Е - по�казывает ос�тро��ту пи�ка кривой по сравнению с нор��маль�ным за�ко�ном: Е > 0 - более острый пик, а Е < 0 - ме��нее.

Таблица 6.2

Обо-значе-ния�

Название функции�

Математическое выражение��М0�Мода�Такое значение хi , при ко�то�ром  f(х) = max��V�Коэфф. вариации�V = s /M��� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ����Центрированное

нор�ми��ро�ван��ное 

укло�не�ние�� EMBED Equation.2  �����

mk�



Начальный момент k-го по�ряд�ка�� EMBED Equation.2  �����А�Асимметрия распределения�A = m3 / s3��Е�Эксцесс распределения�E = m4  / s 4 - 3��Величины А и Е на практике используют  для  оцен�ки нормальности зако�на распределения через вспо��мо�га�тель�ные коэффициенты [Гольцман, 1971], ко�то�рые оп�ре���де�ля�ются по формулам:

� EMBED Equation.2  ���

	Если выполняются соотношения 

� EMBED Equation.2  ���,

то по критерию Чебышева [Калиткин, 1978] отличие А и Е от нуля недостоверно и можно при�нять гипотезу� о нор�мальном  распределении случайной величины Х.

Для оценки нормальности распределения случай�ной ве�личины можно так��же воспользоваться из�вест�ным пра�вилом:

Р( -3s < х < 3s ) = 99.7 %  = 0.997,

т.е. вероятность того, что в ширину интервала [-3s, 3s] по�падет 99.7% всех случайных величин данной вы�бор�ки. Если это не так, то закон распределения слу�чай�ной ве�личины нельзя считать нормальным.

Возможен вариант, когда сама величина Х рас�пре�де��лена не по нор�маль�но�му закону, в то время как ln(Х) или lg(Х) - по нормальному. В этом случае го�во�рят о лог���нормальном распределении случайной величины Х.

После того, как вычислены основные статистики  рас�пределения, необ�хо�ди�мо подтвердить или  опро�вер�г�нуть  гипотезу  о  нормальном распределении слу�чай�ной величины. Для этого надо сравнить функции рас�пре�деления f*(Х) слу�чайной величины Х  и функции рас�пределения f(Х) нормального закона

� EMBED Equation.2  ���. 

Для сравнения рядов обычно используют критерии со��гласия, но можно вы�полнить простой ал�горитм, вы�полняя последовательно сле�ду�ю�щие ша�ги:

1) построить графики функций распределений слу�чай�ной величины Х экс�пе�риментального f*(Х) и нор�маль�ного f(Х)законов в одном масштабе и сов�мес�тить их наложением друг на друга;

2) если получают два максимума с разными Х, то цен�трируют обе совокупности по правилу х' = хi - M, т.е. вычитают из каж�до�го наблюдения со�от�вет�ству�ю�щее сред�нее. Это  преобразование совмещает мак�си�му�мы  функ�ций распределений;

3) выполняют стандартизацию, т.е. переходят к без�размерным еди�ни�цам:  Zi = (xi  - M) / s .  

После выполнения указанных действий можно по�лу�ченное  распределение срав�нивать с нормальным. Та�кая оценка называется кумулятивной фун�кцией рас�пре�де�ления. Она также имеет довольно широкое рас�про�стра�нение в математической статистике при первичной об�работке экспериментальных данных.

При программировании вычислений одномерных  ста���тистик  желательно пре�дусмотреть следующие воз�мож���ности:

1) накопление сумм хk  , k = 1, 2, 3, 4...;

2) возможность исключения ошибочно введенного числа хi ;

3) подсчет N в ходе ввода хi ;

4) подсчет и просмотр статистических ха�рак�те�рис�тик в  любой  момент  (до окончания вво�да всех хi ).

Пункты 2 - 4 предусматривают "ручной" ввод дан�ных. В случае ввода дан�ных с магнитных носителей не�об�ходимость в них отпадает.

Оформим несколько вспомогательных процедур. Их вход�ные и выходные па�раметры не представляют со�бой каких-либо сложностей и по�этому специально не опи�сы�ваются. 

{ ***Процедура для подсчета сумм (хi  - Х) : *** }

Function SumX (x,s,M : real; k:integer) : real;

var ss : real;

begin 

	Case K of

           1: Ss := s+x;

           2: Ss := s + (x-m)*(x-m);

           3: Ss := s + sqr(x-m)*(x-m);

           4: Ss := s + sqr(x-m)*sqr(x-m);

    end;

    SumX := Ss;

end.

              { ***Процедура для вычисления статистик : *** }

Procedure Stat1 (x : mas1; var st : mas4; 

				n : integer);

Var i,j : integer;  sm, s, r : real;

begin 

	for i := 1 to n do 

		st[i] := 0.0;      

	sm := 0.0;

    for i := 1 to n do

    begin 

		s := x[i]; 

		sm := SumX (s,sm,0.0,1); 

	end;

    st[1] := sm;      

	sm := st[1]/n;

    for i := 1 to n do

    	for j := 2 to 4 do

      	begin 

			s := st[j]; 

			r := x[i];  

			st[j] := SumX (r,s,sm,j);

       	end;

 end.

Если теперь разделим элементы массива SТ на N (или N - 1  для несме�щен�ных оценок), то получим

Dis := st[2] / NN;  

dISn := st[2] / (NN-1);

sIG := SQRT (dIS);  

SigN := Sqrt (DisN);

As := st[3] / (NN*Dis*sqrt(Dis));

Ex  := st[4] / (NN * sqr(Dis)) - 3.0;

Xm := st[1] / nn;

A3 := Sqrt (6*(NN-1)/(nn+3)/(nn+1));

A4 := Sqrt (24*(NN-2)*(NN-3)*NN/

			(NN+1)/(nn+1)/(nn+3)/(NN+5)). 

   Введенные значения Х накапливаются в массиве Х[i]. Если ввод в прог�рам�ме выполнять по алгоритму

	Шаг 1. Ввод очередного Х [i];

	Шаг 2. N = N + 1;

	Шаг 3. Вычисление SТ [к], где к = 1, ..., 4;

	Шаг 4. Опрос клавиатуры (сh);

	Шаг 5. Если сh = ЕSС то

		Шаг 5.1. Если "конец ввода" то конец

		Шаг 5.2. иначе Нач

			Шаг 5.2.1. Вывод Х, которое было 

						введено ошибочно;

			Шаг 5.2.2. Ввод нового Х

		Шаг 5.3. Конец;

	Шаг 6. перейти на Шаг 1,

то тогда обеспечиваются все желаемые условия работы про�граммы.

 Без блока ввода (каждый автор программы может сам на�писать вариант это�го блока) программа, по ко���то�рой вы�пол�няют расчет основных статистик и оцен��ки нор�мальности рас�пределения случайной ве�ли�чи�ны, мо�жет выглядеть так (дан��ные вводятся из файла на маг�ни�т�ном носителе).

Program Stat;

Const NN = 40;

Type mas1 = Array [1..NN] of real;  

				mas4 = Array [1..4 ] of real;

Var x : mas1; st : mas4; i,j,k,n : integer;

       			Xm,Dis,DisN,Sig,SigN,A3,A4,As,Ex : real; 

				f : text;

begin  

	Assign (f,''); 

	Reset (f);

  	for i := 1 to NN do 

		read (f,x[i]);    

	Close (f);      

	Stat1 (x, st, N);

    Dis := st[2] / NN;  

	dISn := st[2] / (NN-1);

    sIG := SQRT (dIS);  

	SigN := SQRT (DisN);

    As := st[3] / (NN*Dis*sqrt(Dis));

    Ex  := st[4] / (NN * sqr(Dis)) - 3.0;  

	Xm := st[1] / nn;

    A3 := Sqrt (6*(NN-1)/(nn+3)/(nn+1));

 	A4 := Sqrt (24*(NN-2)*(NN-3)*NN/

			(NN+1)/(nn+1)/(nn+3)/(NN+5));

	writeln ('*SM** ','Xm ',Xm:7:2,' Dis ',Dis:9:6,

			' DisN ', DisN:9:6,' Sig ',Sig:9:6);

	Write (' SigN ', SigN:9:6,' As ',  As:8:5,

			' Ex ',Ex:8:5,' A3 ',

                as/A3:8:5,' A4 ',ex/A4:8:5);

end.

Для проверки и тестирования предложенных процедур рассмотрим следующий пример. Пусть задан некоторый ряд данных (N = 80):

Таблица 6.3

Исходные данные ��0,068�0,27�1�0,1�0,46�1,1�0,9�0,81�0,86��0,05�0,28�0,5�1,6�0,13�2,1�0,71�0,9�0,87��0,11�0,06�2�2�0,85�0,75�0,61�0,94�1,01��0,08�0,08�1�0,41�0,8�0,97�0,67�0,97�1,1��0,05�0�0,5�0,35�0,82�0,85�0,76�0,91�1,2��0,13�2,5�2�0,16�2,3�1,2�0,85�0,82�1,1��0,27�0,06�0,5�0,23�0,91�0,9�0,75�1,2�1,23��0,8�0,12�1,6�0,2�0,84�0,84�0,74�0,97�0,92��0,11�2,2�2�0,41�0,83�0,93�0,85�0,99���Необходимо:

1) построить полигон частот, перейдя к ва�ри�а�ци�он�но��му ряду, и под�счи�тать основные статистические ха�рак��те�рис�ти�ки полученного ряда;

2) преобразовать данные, чтобы перейти к не�пре�рыв�но�му ряду и постро�ить гистограмму частот. 

Отсортируем сначала массив данных и получим сле��ду�ющую таблицу

Таблица 6.3а

Отсортированные исходные данные��0�0,11�0,27�0,61�0,81�0,85�0,93�1,1�2��0,05�0,11�0,28�0,67�0,82�0,86�0,94�1,1�2��0,05�0,12�0,35�0,71�0,82�0,87�0,97�1,1�2��0,06�0,13�0,41�0,74�0,83�0,9�0,97�1,2�2��0,06�0,13�0,41�0,75�0,84�0,9�0,97�1,2�2,1��0,068�0,16�0,46�0,75�0,84�0,9�0,99�1,2�2,2��0,08�0,2�0,5�0,76�0,85�0,91�1�1,23�2,3��0,08�0,23�0,5�0,8�0,85�0,91�1�1,6�2,5��0,1�0,27�0,5�0,8�0,85�0,92�1,01�1,6���

из которой можно сформировать вариационный ряд (табл 6.4).

Таблица 6.4

Вариа�ци�он. ряд�Час�то�та�Отн.

час�то�та�Вариа�ци�он. ряд�Час�то�та�Отн.

час�то�та�Вариа- цион. ряд�Час�тота�Отн.

час�то�та��0�0�0�0,46�1�0,0125�0,91�2�0,025��0,05�2�0,025�0,5�3�0,0375�0,92�1�0,0125��0,06�2�0,025�0,61�1�0,0125�0,93�1�0,0125��0,68�1�0,0125�0,67�1�0,0125�0,94�1�0,0125��0,08�2�0,025�0,71�1�0,0125�0,97�3�0,0375��0,08�2�0,025�0,74�1�0,0125�0,99�1�0,0125��0,1�1�0,0125�0,75�2�0,025�1�2�0,025��0,11�2�0,025�0,76�1�0,0125�1,01�1�0,0125��0,12�1�0,0125�0,8�2�0,025�1,1�3�0,0375��0,13�2�0,025�0,81�1�0,0125�1,2�3�0,0375��0,16�1�0,0125�0,82�2�0,025�1,23�1�0,0125��0,2�1�0,0125�0,83�1�0,0125�1,6�2�0,025��0,23�1�0,0125�0,84�2�0,025�2�4�0,05��0,27�2�0,025�0,85�4�0,05�2,1�1�0,0125��0,28�1�0,0125�0,86�1�0,0125�2,2�1�0,0125��0,35�1�0,0125�0,87�1�0,0125�2,3�1�0,0125��0,41�2�0,025�0,9�3�0,0375�2,5�1�0,0125��Разделив весь интервал равномерно на частичные отрезки шириной по 0,1, по�лучим непрерывный ряд (см. табл. 6.5).

Таблица 6.5

Непрерыв. ряд�Частота�Отн.

частота�Непрерыв. ряд�Частота�Отн.

частота��0-01�6�0.075�1,3-1,4�0�— ��0,1-0,2�5�0.0625�1,4-1,5�0�— ��0,2-0,3�4�0.05�1,5-1,6�0�— ��0,3-0,4�1�0.0125�1,6-1,7�1�0.0125��0,4-0,5�2�0.025�1,7-1,8�0�— ��0,5-0,6�1�0.0125�1,8-1,9�0�— ��0,6-0,7�2�0.025�1,9-2,0�0�— ��0,7-0,8�4�0.05�2,0-2,1�1�0.0125��0,8-0,9�8�0.1�2,1-2,2�1�0.0125��0,9-1,0�7�0.0875�2,3-2,4�1�0.0125��1,0-1,1�2�0.025�2,4-2,5�0�— ��1,1-1,2�1�0.0125�2,5-2,6�1�0.0125��1,2-1,3�2�0.025�����

Полигон частот вариационного ряда, пред�став�лен�ного в табл. 6.4, изоб�ра�жен на рис. 6.3, а гистограмма для данных из табл. 6.5 - на рис. 6.4. Здесь по горизонтальной оси от�ло�жены значения вариационного ряда, а по вер�ти�кальной оси - частота появления указанного значе�ния. 

� EMBED Excel.Sheet.5  ���� EMBED Excel.Sheet.5  ���



Основные статистические характеристики рас�смат�ри�ваемого ряда будут следующими: 

	математическое ожидание 0.812725;

	дисперсия  0.340662;   сигма   0.58366;

	интервал “трех сигм”   [-0.93826; 2.563713].

	Очевидно, что данный ряд можно сравнивать по ха�рак�те�ристикам с нормальным распределением, однако для то�го чтобы более уверенно ответить на этот во�прос, не�об�хо�ди�мо дополнительное исследование ряда другими ме�то�да�ми. 

	В более общем случае, если наблюдается большая дис�пер�сия ряда по сравнению с нормальным законом, можно посоветовать, на�при�мер, перейти к лог�нор�маль�ному ряду, т.е. прологарифмировать (если среди данных нет от�ри�ца�тель�ных и нулевых), извлечь корень нечетной степени. Эти пре�образования данных позволяют уменьшать пер�во�на�чаль�ную дисперсию ряда и дают возможность при�ме�нять стан�дартные методы обработки данных.  

















� Этот критерий верен, если N достаточно большое. Если же N не�ве�ли�ко, то к данному критерию следует относиться с осторожностью. В этом случае рекомендуется для надежности выводов воспользоваться дру�гими методами анализа нормальности распределения случайной ве�личины.



Глава 6. Математическая обработка экспериментальных данных (введение в математическую статистику)





( 2. Математические оценки экспериментальных данных. Проверка гипотезы нормального распределения
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