( 3. КЛАССИФИКАЦИЯ ПО ОДНОМУ ПРИЗНАКУ

�3.1. ВВЕДЕНИЕ. ТИПЫ ФАКТОРОВ

В течение многих лет главным вопросом ма�те�ма�ти�чес�кой статистики бы�ло изучение разброса между фи�зи�чес�ки�ми наблюдениями и соответствие на�блю�даемых данных не�которым заранее известным или заданным критериям. Од��нако в любом эксперименте всегда есть множество внеш�них условий, ко�то�рые либо экс�пе�ри�мен�татор не конт�ро�лирует, либо их контроль ока�зы�ва�ет�ся слиш�ком дорогим и трудоемким (например, тем�пература, атмосферное дав�ле�ние, нервная обстановка, в которой не�ко�то�рое время на�зад был испытуемый, износ измерительных приборов и пр.). Зна�чи�тельная часть внешних условий может со�вер�шен�но не влиять на вы�пол�ненные измерения, но тем не ме�нее может случиться так, что именно эти не�конт�ро�ли�ру�е�мые условия окажут решающее влияние на ре�зуль�таты экс�пе��римента. Ко�неч�но, можно много раз повторить экс�пе�ри�мент, а по�том для обработки выполнить ма�те�ма�ти�чес�кие пре��о�б�ра�зования, умень�ша�ю�щие влияние этих слу�чай�ных внеш��них воздействий, но не всегда есть воз�мож�нос��ти пов�то�рения. Чаще всего это связано с оплатой труда ис��пы�ту�е�мых или с не�которыми уникальными усло�ви�я�ми экс�пе�ри�мен�та, которые готовятся за�ра�нее. Поэтому воз�ни�ка�ет во�прос: можно ли без повторных экс�пе�ри�мен�тов в по�лу�чен�ном ряду выявить те условия, воз�дей�ст�вие которых зна�чи�тель�но, под�дается проверке, и по воз�можности уменьшить их влияние.

Внешние неконтролируемые условия назовем фак�то�ра��ми. Факторы бы�ва�ют двух видов: сис�те�ма�ти�чес�кие и слу��чайные. К факторам первого вида мож�но от�нес�ти раз�ные варианты опытов, а к факторам второго ви�да - от�сут�ст��вие однородности свойств элементов в ис�пытуемой груп�пе. В первом слу�чае экспериментатор сам выбирает та��кие условия эксперимента, которые на�и�бо�лее интересны ему, а во втором ему необходимо так разделить ис�сле�ду�е�мый материал, чтобы обеспечить его наибольшую од�но�род�ность в каж�дой отдельной группе. 

Но чаще всего на практике невозможно однозначно опре�делить случайное или сис�те�матическое влияние фак�то��ра. На�при�мер, предположим, что экс�пе�ри�мен�татор имеет дело с фабриками или пред�приятиями одного экономи�чес�кого района. Если включить в рас�смо�т�ре�ние все име�ю�щи�е�ся предприятия, то такой фак�тор, как их неоднородность, бу�дет сист�е�ма�ти�ческим и, исключив его, можно ис�сле�до�вать предприятия толь�ко одного типа. Но если де�лать вы�бор��ку из всех име�ющихся в районе пред�при�я�тий, то ре�зуль��таты эксперимента должны быть при�ме�не�ны ко всем заводам, включенным в выборку.

Ответ на вопрос, является тот или иной фактор сис�те�ма��ти�че�ским или случайным, служит ответом на дру�гой во�прос: можно ли ре�зуль�та�ты эксперимента при�ме�нять для дру��гих выборок или нет, на�при�мер в нашем слу�чае для ана�лиза деятельности предприятий другого рай�она. 

Некоторые факторы, например, такие, как варианты опы�тов, если опыт готовится спе�ци�аль�но, могут ока�зы�вать толь��ко систематическое воз�дей�ствие, выявляя именно те свой���ства, ко�то�рые наиболее интересны экспериментатору. Дру��гие фак�торы в за�ви�си�мос�ти от условий опыта могут ока��зы�вать как сис�те�ма�ти�чес�кое, так и слу�чай�ное воз�дей�ст�вие. Поэтому есть смысл раз�делить все виды экс�пе�ри�мен�тов на три груп�пы:

	1) эксперименты, в которых все факторы имеют сис�те�ма�тические (фик�си�ро�ванные) уровни;

	2) эксперименты, в которых все факторы имеют слу�чай�ные уровни;

	3) эксперименты, в которых есть факторы, имеющие слу��чайные уровни, и фак�торы, имеющие сис�те�ма�ти�чес�кие (фиксированные) уровни.

Последняя группа экспериментов известна в ма�те�ма�ти�ческой статистике как смешанная мо�дель, а две пер�вые - мо�дели типа I и II. Для того чтобы пользоваться опи��сан�ны�ми в работе методиками, следует признать, что количество воз��можных уровней слу�чайных фак�то�ров бесконечно. В про�тивном случае описываемые здесь ме�то�дики не�при�ме�ни�мы. И еще одно замечание. При анализе каждого экс�пе�ри��мен�та необходимо очень серь�езно подходить к анализу ус�ловий, в которых он проведен, так как соответствующие критерии зависят в большей час�ти своей именно от этого фактора.

3.2. КЛАССИФИКАЦИЯ  ПО                                     ОДНОМУ  ПРИЗНАКУ   С                                      РАЗНЫМ  КОЛИЧЕСТВОМ  НАБЛЮДЕНИЙ

3.2.1. РАВНОЕ ЧИСЛО  НАБЛЮДЕНИЙ

Рассмотрим некоторый фактор, который принимает р различных уровней, и предположим, что выполнено n на�блю�дений на каждом уровне. Тогда име�ем таб�лицу хij (i = =1, 2, ..., p; j = 1, 2, ..., n). Будем полагать, что для каждого уров�ня n средняя равна общей средней. Тогда можно за�пи�сать следующее равенство:

xij = m + Fi + eij	,                            (6.3)

где m - общая средняя, Fi - эффект, обусловленный i-ым уров��нем фактора, eij - ва�риация результатов внутри от�дель�но�го фактора. При помощи последнего чле�на при�ни�ма�ют�ся в расчет все неконтролируемые факторы. 

Будем предполагать, что наблюдения на фик�си�ро�ван�ном уровне фактора рас�пределены нормально от�но�си�тель�но среднего значения m + Fi с общей дис�персией s2. Вве�дем обозначение, в котором точка вместо ин�дек�са будет обо�з�начать усреднение по этому индексу. Тог�да можно бу�дет записать

xij - x.. = (xi . - x.. ) + (xij - xi .).

Возведя обе части этого равенства в квадрат и при�ве�дя подобные, по�лу�чим следующее выражение:

� EMBED Equation.2  ���  (6.4)

�Таблица 6.6

Источник изменчивости�Суммы квадратов�Степени свободы�Средние квадраты�Отношение��

Различия между уровнями�� EMBED Equation.2  ����

p - 1�

� EMBED Equation.2  ����

� EMBED Equation.2  �����

Различия внутри уровней�� EMBED Equation.2  ����

N - p�

� EMBED Equation.2  ������



Сумма�� EMBED Equation.2  ����



N-1��



F(���или кратко S = S1 + S2, где S1 показывает различия меж�ду уровнями и вы�чис�ля�ется исходя из отклонений р сред��них для независимых классов от общего сред�него и, сле�до�ва�тель�но, имеет (р - 1) степеней свободы; S2 - оп�ре�деляет раз�ли��чия внутри уровней и вычисляется по от�кло�нениям N на�блю�дений от р вы�бо�рочных средних и, сле�довательно, име�ет р (n - 1) степеней свободы. А са�мо S имеет N - 1 сте�пе�ней свободы. И если теперь под�ста�вить xij  из уравнения (6.3) в выражение (6.4), то пос�ле пре��об�разований можно ви��деть, что S2 - есть не�сме�щен�ная оценка р (n - 1) s2 раз�ли�чий внутри уровней, в то вре�мя как S1 имеет смысл не�сме�щен�ной оцен�ки � EMBED Equation.2  ��� различий меж�ду уровнями. В слу�чае спра�ведливости гипотезы, согласно которой влияние всех уров�ней одинаково, отношение вто�рой оцен�ки к пер�вой должно быть сравнимо с F-рас�пре�де�ле�ни�ем с (р - 1) и (N - p) степенями свободы. Если вы�чис�лен��ное значение больше табличного, то ги�потеза ложна при указанном уровне значимости, т.е. различия не�су�щес�т�вен�ны.

Результаты удобно оформлять в таблицу. 

В табл. 6.6 приведены удобные расчетные формулы для вы�ч�исления не�об�ходимых параметров ряда, ко�то�ры�ми мож�но пользоваться в практических рас�четах. По�следний стол�бец заполняется так: первая строка - рас�считанное зна�че�ние М1/М2, вторая - табличный кри�те�рий Фишера, най�ден�ный по соответствующей таб�ли�це для указанных сте�пе�ней свободы, в третью стро��ку впи�сывается результат: при�ни�мается или нет ги�по�теза.

3.2.2. НЕРАВНОЕ  КОЛИЧЕСТВО НАБЛЮДЕНИЙ

	Если ряды данных раз�ной длины, то надо либо усечь бо�лее длин�ный ряд, либо добавить требуемое количество из�ме�ре�ний в более ко�роткий. Иметь равное количество на�блю�де�ний на каждом уровне проведения экс�пе�ри�мен�та же��ла�тельно из-за простоты интерпретации ре�зуль�та�тов. Но если все же  на разных уровнях име�ет�ся разное ко�ли�чес�тво на�блю�дений, то тогда фор�му�ла для S1 не�сколько услож�нится и будет выглядеть так:

  � EMBED Equation.2  ���, 

для S2  расчетная формула останется без изменений.

3.3. ПРИМЕР  ПРОВЕРКИ ГИПОТЕЗЫ

Предположим, что необходимо проверить разницу меж�ду результатами не�которых тестов четырех ис�пы�ту�е�мых групп при проведении по 10 экс�пе�ри�мен�тов для каж�дой группы. Данные при�во�дят�ся в табл. 6.7.

Таблица 6.7

№п/п�1 гр.�2 гр.�3 гр.�4 гр.�№п/п�1 гр.�2 гр.�3 гр.�4 гр.��1�10�21�9�17�6�11�23�10�18��2�10�22�11�15�7�11�19�9�19��3�12�22�10�19�8�12�20�9�10��4�10�20�10�22�9�14�25�16�20��5�15�27�15�20�10�10�21�12�10��Этот тип проверки представляет собой данные для клас�сификации по од�но�му признаку с равным числом на�блю�дений на каждом уровне. В этом слу�чае р = 4, n = 10. Под�ставив данные из табл. 6.7, значения р и n в формулы табл. 6.6, получим табл. 6.8.

Таблица 6.8

Источник изменчивости�Суммы квадратов�Степени свободы�Средние квадраты�Отношение��Различия 1

Различия 2�163,1

928,5�3

36�54,367

25,792�2,11

2,87 (>)��Сумма�1091,6�39��Принимается��Иными словами, данных, что между группами су�щес�т�ву�ют различия, нет, т.е. группы равнозначны. По�э�то�му, с од�ной стороны, можно обрабатывать груп�пы вмес�те как единый ряд наблюдений, а с другой сто�ро�ны, результаты об��работки данных по одной из групп мо�гут быть обоб�ще�ны на все группы, так как они име�ют сходные ха�рак�те�рис�ти�ки.

3.4. РАЦИОНАЛЬНЫЕ СХЕМЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ

Для облегчения вычислений, если последние вы�пол�ня�ются вручную, мож�но предложить несколько иные фор�мы записи переменных для построения таб�лиц дис�пер�си�он�ного анализа (табл. 6.6)

� EMBED Equation.2  ��� ;

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���,

анализируя которые можно предложить следующий ал�го�ритм вычисления дан�ных сумм.

	Шаг 1. Просуммировать наблюдения для каждого уров�ня и по�лучить � EMBED Equation.2  ���для каж�дого j, а также найти общую сум�му � EMBED Equation.2  ���.

	Шаг 2. Возвести каждое наблюдение в квадрат и пов�то�рить подсчет, как в первом пун�кте, т.е. найти сум�мы квад�ра�тов наблюдений по строкам � EMBED Equation.2  ���и об�щую сум�му квад�ра�тов � EMBED Equation.2  ���.

	Шаг 3. Найденные суммы квадратов на шаге 1 воз�во�дим в квадрат. Таким об�разом будут найдены  суммы квад�ра�тов � EMBED Equation.2  ���. Полученный результат надо разделить на  р.

	Шаг 4. Общую сумму, найденную на первом шаге,  воз�вес�ти в квадрат и раз�де�лить на N.

	Шаг 5. Теперь легко образовать S, S1 и S2 из всего, что бы�ло вычислено в шагах 1 - 4 по формулам табл. 6.6.

�( 4. КЛАССИФИКАЦИЯ ПО НЕСКОЛЬКИМ ПРИЗНАКАМ

�	В исследованиях, включающих в себя много фак�то�ров, неэффективно и не�эко�номично изучать поочередно дей�ст�вие каждого из них на результат. Та�кой способ не дает достаточной информации о возможных вза�и�мо�дей�ствиях меж��ду соответствующими факторами. Сле�до�вательно, не�об�ходимо рас�смо�треть эксперименты, в ко�торых учи�ты�ва�ет�ся сразу несколько факторов. Для ло�гичности изложения рас�смотрим вначале слу�чай с дву�мя фак�то�ра�ми, затем с тре�мя и обобщим на бо�лее об�щий случай со многими фак�торами. Ус�ло�вим�ся,  что когд�а в эксперименте действуют два фактора, то оба они мо�гут имет фиксированные (мо�дель I) или случайные (мо�дель II) уров�ни. Если один фак�тор имеет фик�си�ро�ван�ные уровни, а другой слу�чайные, то это будет при�мер смешанной модели.

Все дальнейшие рассуждения будем строить от�но�си�тель��но модели I, а за�тем указывать необходимые из�ме�не�ния для применения полученных соотношений в слу�чае мо�де�ли II или сме�шанной. Для удобства будем поль��зо�вать�ся теми же обозначениями, что и для клас�си�фи�каций по одному признаку (( 3).

Пусть теперь два фактора А и В имеют со�от�вет�ст�вен�но p и q уровней свободы и пусть n наблюдений составляют двумерную таблицу размером p ( q так, что все�го бу�дет N= = npq наблюдений. Тогда можно за�пи�сать на�блю�дения сле�ду�ю�щим образом:

� EMBED Equation.2  ���, (6.5)

где  m   - общее среднее; Fi - влияние, обусловленное  i -м уровнем первого фак�тора;  Gj  - влияние, обусловленное j -м уровнем второго фактора;  Iij - член, со�от�вет�ствую�щий взаимодействию, которое представляют собой от�кло��не�ния среднего по наблюдениям в (ij)-й ячейке от сум��мы первых трех членов в равенстве (1), а eija - учи�ты��вает вариацию внутри отдельной  ячейки. Пред�по�ло�жим, что eija нор�маль�но  распределено вокруг нулевого среднего с дис�пер��си�ей (2 . Также предположим, что ма�те�матические ожи�да�ния Fi, Gj, Ii., I.j рав�ны нулю. Это ус�ловие не служит жес�т�ким огра�ни�чением, и если оно не со��блю�дается, то к не�му мож�но пе�рей�ти или с помощью кор�ректировки других фак�то�ров, или применив спе�ци�аль�ные методы обработки экс�пе�ри�мен�тального ря�да (см. ( 1 и 2).

4.1. ДВУСТОРОННЯЯ                     КЛАССИФИКАЦИЯ  С   ПОВТОРЕНИЯМИ

Примем для наблюдений xija модель I. Пользуясь то�чеч�ными обоз�на�че�ни�я�ми, как и в предыдущий раз, за�пи�шем

 xija - x...= (xi..- x...) + (x.j.- x...) + (xij.- xi..- x.j.+x...) + (xija- xij.)

и, возведя обе части в квадрат, просуммировав по i, j, a, получим

� EMBED Equation.2  ���(6.6)



Глава 6. Математическая обработка экспериментальных данных (введение в математическую статистику)



( 3. Классификация  по  одному  признаку
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( 4. Классификация  по  нескольким признакам










