Глава 3. Численное дифференцирование и интегрирование 

( 7. Вычисление интеграла по Ромбергу


Начальные приближения 

 при не​ко​то​ром за​даваемом начальном M0 могут быть по​лу​че​ны, на​при​мер, по формуле трапеций, которую це​ле​со​образно в данном случае использовать в сле​ду​ющем виде:

 

            (3.13)


Достижение заданной точности  вычисления ин​те​гра​ла может контролироваться проверкой вы​полнения не​равенства



 , 

при выполнении которого итерационный процесс (3.11) пре​кращается.


Алгоритмы (3.12), (3.13) реализованы в процедуре-фун​к​ции intromb для начального числа отрезков раз​би​е​​ния M0= 2.


Формальные параметры про​цедуры. Входные: a, b (тип real) - нижний и верхний пре​​де​лы интегрирования; k (тип integer) - ко​ли​чес​тво вы​численных по формуле тра​​​пеций при​бли​жений ин​теграла для разбиений M0, ..., Mk; f (тип real func​tion) - процедура-функция, по ко​то​рой вы​чис​ля​ют зна​че​ния подынтегральной функ​ции f(x) в уз​​лах раз​би​е​ния a = x0, x1, ..., xMk = b, 0 < M1 < Mk; e (тип re​al) - задаваемая точность. Выходные: intromb (тип real) - зна​чение интеграла, вы​чис​лен​ное с точ​нос​тью 

function   intromb (a,b: real;k:integer; 



        
extenal f : function; eps: real) : real;

var d,s,h : real; i,j,m,n : integer; 





t : array [1..k+1] of real;

begin 
d:=b-a; 


t[1]:=(f(a)+f(b))/2; n:=1;

 
for i:=1 to k do 


begin 





s:=0; 

n:=2*n; 

h:=d/n;

 

for j:=1 to n do   s:=s+f(a+j*h);

 

t[i+1]:=(2*s/n+t[i])/2; 



m:=1;

 

for j:=i downto 1 do

 

begin 





m:=4*m; 




t[j]:=t[j+1]+(t[j+1]-t[j])/(m-1)

 

end {j}; 



if abs((t[1]-t[2])*d) < eps then




exit;

 
end { **** i **** }; 


intromb:=t[1]*d

end { ***** int romb **** }.


Процедура-функция intromb была получена пу​тем пе​​​ревода на язык PASCAL процедуры-функ​ции, опуб​ли​​кованной в работах Агеева и др. (1966; 1976) и яв​​ля​ю​ще​й​ся, в свою оче​редь, ре​зуль​та​том оптимизации и ор​ди​​нар​ной пе​ре​работки ал​го​ритма Ф.Л.Бауэра Х. Тат​чером (1962). Те​сти​ро​ва​ние про​из​во​дилось на ма​ши​не IBM PC/AT-386 для ряда под​ын​тегральных функций (в том чис​ле и для тех же f(x) ) и пределов ин​те​гри​​ро​вания, что и в ра​​​ботах Агеева и др. (1966; 1976), а также Хенниона (1962). При этом для = 10-10 бы​ли по​лу​че​ны сле​ду​ю​щие ре​​зультаты:

     1)  

 = 1.408858 e-7  ( 9.47 e-11 (k = 4);

     2)  

 = 3.082269 e-2 ( 0.0 (k=4);
     3)  

= 2.500138 e +7 ( 0.0 (k=10);

     4)  

= 0.3862944 ( 0.0 (k=4).

Замечание. Х. Татчером в работе (1964) ука​зы​валось, что использовавшиеся с успехом многими ис​сле​до​ва​те​лями алгоритмы (3.7), (3.8) все же не впол​не совершенны, так как су​щес​тву​ет зна​чи​тель​ный класс под​ынтегральных функ​ций, для ко​то​рых экстра​по​ля​ци​он​ные значения (3.1) яв​ляются ме​нее точными оцен​ка​ми ин​тег​ра​ла, чем со​от​вет​с​т​вующие суммы фор​му​лы тра​​пе​ций. Точ​ность про​це​ду​ры Ромберга, вообще го​​во​​​ря, за​ви​сит от возможности раз​ложения по​греш​​​ности ме​​то​да трапеций по степеням hr, на​​при​мер в ряд Эй​ле​ра - Маклорена. Ко​эф​фи​ци​ен​ты при h2r такого ря​да пропорциональны раз​нос​ти производных на кон​цах ин​тервала ин​те​гри​ро​​ва​ния f (2r+1)(a) - f (2r+1)(b). Сле​​до​ва​тель​но, лю​бой интеграл, для ко​то​рого эта разность рав​на ну​лю, не сходится при экст​раполяции по Ром​бер​гу. Простыми при​ме​ра​ми таких функций яв​ля​ют​ся ин​те​гралы пе​​ри​о​ди​чес​ких функций при (b - a) >> T, где T- пе​ри​​од функ​ции, и интегралы, для которых производные равны ну​​лю на обоих концах интервала, например ин​тег​​раль​ная ап7​про​ксимация модифициро​ван​ной функ​ции Хан​ке​ля:



,

где L выбирается настолько большим, что по​греш​ность ин​теграла от L до ( можно считать пре​небрежимо ма​лой. Алгоритм непригоден так​же в тех случаях, когда раз​ложение остаточного чле​на содержит другие сте​пе​ни h или хотя бы од​ну такую степень. И, наконец, три​ви​альным с точ​​ки зре​ния вычислительной математики в​ля​ет​​ся ис​клю​че​ние, когда подынтегральная функ​ция f(x) разрывна. 

( 8. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ, ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ                                                    И ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ В ОДНОЙ ПРОЦЕДУРЕ


Поскольку в вычислительной математике под​ход к ре​шению задач дифференцирования и ин​те​гри​​рования функ​ций основывается на по​стро​е​нии ин​тер​по​ли​ру​ю​щих многочленов, зачастую бы​вает це​лесообразным объ​единить эти задачи в одной про​цедуре. Например, при использовании ин​тер​по​ляционной схемы Ла​гран​жа, при​спо​соб​лен​ной для осредненных квадратных трех​членов (akx2 + bkx + ck), где



,  

, 

,



,

производная может быть вычислена при m = 3, k = 1, 2 для функции, определенной в точках 1, 2, 3, 4 пу​тем усред​нения коэффициентов пара​бол, про​ве​ден​ных че​рез точки 1, 2, 3 и 2, 3, 4:

y'(x2) = 2ax + b,    a = (a1+ a2)/2 , 

b = (b1+ b2)/2,      c = (c1+ c2)/2 .


Интерполирующий многочлен, построенный по двум па​раболам, в этом случае будет вы​чис​лять​ся по фор​муле F2(x) = (ax2+ bx + c). Ин​тег​ри​ро​ва​ние про​из​во​дится путем осреднения ин​те​гра​лов от парабол меж​ду границами не​за​висимых ко​о​рдинат, т.е. для каждого ин​тер​вала вдоль аб​с​ци​​с​сы, поскольку полученные ре​зуль​таты на​кап​ли​ва​ют​ся для вычисления опре​де​лен​но​го интеграла.


Рассмотренный алгоритм реализован в про​це​ду​ре di​fint, которая в зависимости от способа об​ра​ще​ния к ней вы​​полняет интерполяцию, диф​фе​рен​цирование или ин​те​гри​​рование функции од​ной пе​ременной.


Формальные параметры про​цедуры. Входные: x[1:n], y[1:n] (тип real) - массивы таб​лич​ных значений ар​гу​​мен​та и функции, причем зна​чения xi расположены в воз​​рас​тающем порядке и xi

xj для i

j; jt (тип integer) - па​​раметр, за​да​ю​щ​ий операцию: при jt = 1 вы​пол​ня​ется ин​​тер​по​ли​ро​вание, при jt = 2 и jt = 3 со​от​вет​ствен​но диф​​фе​​рен​ци​рование и интегрирование; xk (тип real)- точ​ка, для ко​торой строится по​ли​ном или вычисляется про​​из​вод​ная, при xk [x1,xn-1] осуществляется опе​ра​ция эк​стра​​по​ли​ро​ва​ния, при jt = 3 значение xk не​су​щест​вен​но; x1, x2 (тип real) - нижний и верх​ний пределы ин​те​гри​​ро​вания, в случае jt = =1, 2 зна​че​ния x1, x2 не​су​щест​вен​​ны. Выходные: res (тип re​al) - зна​че​ние результата.

procedure difint (x,y:mas1;n,jt:integer;





xk,x1,x2:real; var res : real);

var ca,cb,cc,a,b,c,s1,s2,t1,t2,t3,sum : real; 





j,js,j1,j2,i : integer;

label st,int,term,no5,no6,no9,intrp,diff,



 

no17, lagr;

begin  

st: 


if jt=3 then goto int;

 
if xk > x[n-1] then 


begin 



j:=n-1; 



js:=1; 



goto term 


end;

 
if xk < x[2] then 


begin 



j:=2; 



js:=1; 



goto term 


end;

{***** определение места аргумента в таблице *****};

 
js:=2; 


for i:=2 to n do

 
begin 



if xk < x[i] then goto term; 



j:=i; 


end;

no5: 


ca:=a; 


cb:=b; 


cc:=c; 


js:=33; 


j:=j+1; 


goto term;

no6:


 a:=(ca+a)/2; 


b:=(cb+b)/2; 


c:=(cc+c)/2;

no9: 


if jt=2 then goto diff;

intrp: 


res:=xk*(a*xk+b)+c; 


return;

diff:


res:=2*a*xk+b; 


return;

int: 
sum:=0; 


s1:=x1; 


j1:=2; 



j2:=n;


for i:=1 to n do

 
begin 

             if x1 < x[i] then goto no17; 
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