( 3. НЕПОЛНЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ  ИНТЕГРАЛЫ I И II РОДА

�	Неполный эллиптический интеграл I рода в нор�маль�ной форме  Лежандра определяется выражением [Корн, Корн, 1984; Янке и др., 1968]

              � EMBED Equation.2  ���,

(k - модуль), которое мо�жет быть аппроксимировано мно��гочленом

� EMBED Equation.2  ���(5.20)

где n = 1 - k2, |((k)| ( 2(10-8; ai, bi - значения ко�эф�фи�ци�ен�тов, которые при i = 0, 1, 2, 3, 4 приведены в табл. 5.5.

Таблица 5.5

 №     �Значения коэффициентов��i�ai�bi��   0�     1.38629436112�       0.5��   1�     0.09666344259�       0.12498593597��   2�     0.03590092383�       0.06880248576��   3�     0.03742563713�       0.03328355346��   4�     0.01451196212�       0.00441787012��    Процедура-функция  ellipt1 вычисления K(k) по�стро��е�на на основании разложения (5.20).

   Формальные параметры процедуры. Входной: k (тип re��al) - модуль эллиптического интеграла K(k). Вы�ход�ной:  ellipt1 (тип double) - значение K(k).



function ellipt1(k : double) : double;

begin

	k:=1.-k;

    ellipt1:=(((0.01451196212*k+0.03742563713)*k+

				    0.03590092383)*k+0.09666344259)*k+

					1.38629436112-ln(k)*((((0.00441787012*

					k+0.03328355346)*k+

				     0.06880248576)*k+0.12498593597)*k+0.5)

end.

   Неполный эллиптический интеграл II рода в нор�маль�ной форме Лежандра определяется выражением [Корн, Корн, 1984; Янке и др., 1968]

� EMBED Equation.2  ���,

которое может быть аппроксимировано многочленом [Янке и др., 1968]

� EMBED Equation.2  ���    (5.21)

где n = 1 - k2, | ((k) | ( 2 (10-8, ai, bi - значения ко�эф�фи�ци�ен�тов, которые при i = 0, 1, 2, 3, 4 приведены в табл. 5.6.

 Таблица 5.6

№�Значения коэффициентов��i �ai�                 bi ��    1�   0.44325141463�      0.24998368310��    2�   0.06260601220�      0.09200180037��    3�   0.04757383546�      0.04069697526��    4�   0.01736506451�      0.00526449639��     Вычисление E(k) в процедуре-функции ellipt2 построено на основании разложения (5.21).

  Формальные параметры процедуры. Входной: k (тип re�al) - модуль эллиптического интеграла  E(k). Выход�ной: ellipt2 (тип double) - значение E(k).

function ellipt2(k : double) : double;

begin

	k=1.-k;

	ellipt2=(((0.01736506451*k+0.04757383546)*k+

    			0.06260601220)*k+0.44325141463)*k+1-

				ln(k)*k*(((0.00526449639*k+

				0.04069697526)*k+0.09200180037)*k+

				0.24998368310);

end.

    Тестирование процедур ellipt1 и ellipt2 проводилось на IBM PC/AT-286  для разных значений модуля k, примеры результатов приведены в табл. 5.7.

  Таблица 5.7

       k�            K(k)�           E(k)��       0 �       1.570796�      1.570796��    0.01�       1.574746�      1.563021��    0.44�       1.806328�      1.277917��    0.99�       3.695638�      1.004439��0.999999�       8.287456�             1���( 4. ПОЛНЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ИНТЕГРАЛЫ I И II РОДА

�	Полные эллиптические интегралы I и II рода � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���  выражены как

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���,

где � EMBED Equation.2  ���, и могут быть вычислены с по�мо�щью арифметико-геометрического среднего. При этом вна��ча���ле задаются числа a0 = 1, b0 = cos(, с0 = sin (, а за�тем по ре�куррентным формулам вычисляются зна�че�ния ai и bi:

� EMBED Equation.2  ���.

Тогда на N-м шаге, когда с заданной относительной по�греш�ностью (  выполняется равенство � EMBED Equation.2  ���,

� EMBED Equation.2  ���

где � EMBED Equation.2  ���. C помощью про�це�ду�ры el�lipt3 можно вычислить значения интегралов � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� по приведенному ал�го�рит��му, пред��ва�ри�тель�но вы�пол��нив проверку ар��гу��мен�та, значение ко�торого должно ле�жать в диапазоне 0 < n = 1 - k2 ( 1. В случае если это ус�ло�вие не вы�пол�ня�ет�ся, осу�щес�твля�ет�ся выход к программе об�ра�бот�ки ошиб�ки.

	Формальные параметры процедуры. Входной: n (тип real) - аргумент n = 1 - k2  вычисляемых функций. Вы�ход�ные: k, e  (тип double) - значения полных эл�лип�ти�чес�ких интегралов соответственно I и II рода.

procedure  ellipt3(n: double;var eps,k,e: double);

var a, b, t, s, c : double;  i : integer;

begin

	if(n>1) OR (n<=0) then exit;

	n1:=dble(n);

    a:=1.;

    i:=1;

	b:=dsqrt(n1);

	t:=1.-n1;

    s:=0.;

	repeat 

		s:=s+t;

		c:=(a-b)/2.;

		i:=2*i;

	      t:=(a+b)/2.;

	      b:=sqrt(a*b);

      	a:=t;

     	 t:=i*c*c;

	until (abs(c) <= eps*a)  OR  (t<=eps*s);

	k:=3.14159265359D0/(a+b);

    s:=s+t;

    e:=k*(1.-s/2.);

end.

	Процедура ellipt3 получена с помощью перевода на язык PAS��CAL  FORTRAN-программы, пред�став�лен�ной в ра��бо�те Белашова (1997) и являющейся переводом с язы�ка AL��GOL алгоритма, опубликованного в Биб�ли�о�те�ке ал�го��рит�мов [Библиотека ..., 1975]. Тестирование про��це�ду�ры про�водилось на машине IBM PC/AT-286 для раз��лич�ных зна�чений аргумента, некоторые примеры ре��зуль�та�тов вы�чис�лений представлены в табл. 5.8. По�лу�ченные зна�чения с не�обходимой точ�нос�тью сов�па�да�ют с таб�лич�ными [Бе�ля�ков и др., 1962].

Таблица 5.8

n�K((/2, k) �E((/2, k) ��   0.1�2.578092�1.104775��   0.6�1.777519�1.399392��    1�1.570796�1.570796��    Отметим, что наряду с эллиптическими функциями эл��липтические интегралы находят важное применение в раз�лич�ных областях анализа, ге�о�мет�рии и физики, в част�нос�ти в задачах механики, ас�тро�номии и геодезии.

�( 5.  ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ ЦЕЛОГО ПОРЯДКА

�    Функции Бесселя есть решения дифференциального урав�нения

� EMBED Equation.2  ���,       (5.22)

при этом функцией Бесселя I рода называется такое ре�ше�ние уравнения (5.22), которое для произвольного по�ряд�ка v и аргумента z имеет представление

� EMBED Equation.2  ���,              (5.23)

функцией Бесселя II рода [функцией Вебера � EMBED Equation.2  ��� или Ней���мана � EMBED Equation.2  ���] называется такая функция, при ко�то�рой

� EMBED Equation.2  ���,        (5.24)

а  функциями Бесселя III и IV рода (функциями Хан�ке�ля) на�зываются функции соответственно

� EMBED Equation.2  ��� (5.25)

	Функции (5.22) - (5.25) являются ана�ли�ти�чес�кими функ�циями z во всей плоскости, разрезанной вдоль от�ри�цательной части действительной оси. При v = ( n  функ��ция � EMBED Equation.2  ��� является целой функцией аргумента и не име��ет особых точек. Отметим, что все функции Бесселя удов��летворяют рекуррентному соотношению [Спра�воч�ник ..., 1979]

� EMBED Equation.2  ���.                (5.26)

На основании введенных определений построены про�це�дуры, с помощью которых вычисляются Jv(z), Yv(x), � EMBED Equation.2  ��� и� EMBED Equation.2  ��� для лю�бых целых v и ве�щес�твен�ных x.

    В процедуре-функции jnx вычисления производятся с использованием разложения в ряд выражения (5.23),  при этом точность задается пользователем.

    Формальные параметры процедуры. Входные: n (тип in�teger) - порядок v функции; x (тип real) - значение ар�гу���мента; eps (тип real) - задаваемая точность (при этом аб���солютная точность � EMBED Equation.2  ��� [Грин�чи�шин, 1988]). Выходной: jnx (идентификатор процедуры-функ�ции, тип double) - значение � EMBED Equation.2  ���.

function jnx(n:integer;x,eps:double):double;

var t,s,x1: double;

begin

	jnx:=1.;

	if(x<>0) OR (n<>0) then

    begin

		x1:=dble(0.5*x);

          	n1:=abs(n);

          	if(n <> 0) then

            for i:=1 to n1 do 

			jnx:=jnx*x1/i;

	end;

	x1:=x1*x1;

    t:=1.;

    i:=1;

     s:=1.;

    repeat

		t:=-t*x1/(i*(i+n1));

          	s:=s+t;

		inc (i);

	until abs(t) > eps;

	if (n < 0) then 

		if n mod 2 = 1 then 

			jnx := -jnx;

	jnx:=n1*jnx;

	jnx:=jnx*s;

end.

	Процедура-функция jnx была получена путем пе�ре�ра��ботки и перевода программы вычисления � EMBED Equation.2  ���, при�ве��денной в работе Грин�чи�шина и др. (1988), с языка Бей��си�к на язык FORTRAN [Белашов, 1997], а затем на язык PAS�CAL и протестирована на IBM PC/AT-286 при сле�ду�ющих значениях входных па�ра�мет�ров: n = 0; x = (5; n = (1; x = 1.4 и n = 2, x = 1.4, eps = 1e-8. Полученные при этом результаты

        � EMBED Equation.2  ���0.1775967712,� EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���0.5419477138,

        � EMBED Equation.2  ���0.1775967712,    � EMBED Equation.2  ���-0.5419477138,

        � EMBED Equation.2  ���0.2073558994,    � EMBED Equation.2  ���0.2073558994

совпадают с табличными [Справочник..., 1979] вплоть до девятого десятичного знака.

    В случаях когда v = 0, 1, для вычисления функции Бес�селя I рода вместо формулы (5.23) может быть ис�поль�зовано ее разложение в ряд [Справочник ..., 1979]:

	a) при |x|  (  3

� EMBED Equation.2  ���;    (5.27)

	б) при  x > 3

� EMBED Equation.2  ���      (5.28)



где коэффициенты ai, bi, ci при v = 0 и v = 1 вы�би�ра�ют со��ответственно из табл. 5.9a и 5.9б

для v = 0 

            |((x)| < 5(10-8,  |(1(x)| < 7(10-8,  |(2(x)| < 5(10-8; 

для v = 1 

		|((x)| < 1.3(10-8,  |(1(x)| < 9(10-8,   |(2(x)| < 4(10-8.

Таблица 5.9a

i�          ai�             bi�            ci�� 0��  -0.78539816�   0.79788456�� 1� -2.2499997�  -0.04166397�      -7.7e-7�� 2�  1.2656208�  -0.00003954�  -0.00552740�� 3� -0.3163866�   0.00262573�  -0.00009512�� 4�  0.0444479�  -0.00054125�   0.00137237�� 5� -0.0039444�  -0.00029333�  -0.00072805�� 6�  0.0002100�   0.00013558�   0.00014476��Таблица 5.9б

i�          ai�            bi�           ci�� 0��  -2.35619449�   0.79788456�� 1�-0.56249985�    0.12499612�   0.00000156�� 2� 0.21093573�    0.00005650�   0.01659667�� 3�-0.03954289�  -0.00637879�   0.00017105�� 4� 0.00443319�    0.00074348�  -0.00249511�� 5�-0.00031761�    0.00079824�   0.00113653�� 6� 0.00001109�  -0.00029166�  -0.00020033��	В приведенной далее процедуре-функции jnx01 для вы��числения функции Бесселя � EMBED Equation.2  ��� при v = 0; v = 1 ис�поль����зуются формулы (5.27), (5.28). При этом значения ко�эф��фи��циентов ai, bi, ci передаются в  процедуру в виде мас�си�вов из вызывающей программы.

    Формальные параметры процедуры. Входные:  n (тип in����teger) - значение порядка v функции (0 или 1); x (тип re��al) - значение аргумента; a[1:6], b[0:6], c[0:6] (тип do�u�ble) - зна�чения коэффициентов разложений (5.27), (5.28). Вы��ход�ной: jnx01 (идентификатор процедуры-функ�ции, тип do�ub�le) - вычисленное значение функции Бес�селя� EMBED Equation.2  ���или� EMBED Equation.2  ���.

 function jnx01(n : integer; x : double;

				a,b,c : array of double) : double;

var  y,s1,s2 : double;

begin

	x1:=double(x);     s1:=0.;

	if (x <=3.) then

	begin

		y:=x1*x1/9.;

		for  i:=1 to 6 do

			s1:=s1+a(i)*exp (i*ln(y)); 

Глава 5. Специальные функции и алгоритмы их вычисления
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( 5 . Функции Бесселя  целого  порядка








