{**** Процедура “метод Эйлера с уточнением” ***} 

 	function eyler ( x,y,h,eps : real) : real;

 	var yk, y0 : real; dn : boolean;

 	begin 

		dn := false; 

		y0 := y + func (x,y) * h;

 		repeat 

			yk := y + func (x,y0) * h * 0.5;

 			if abs ( yk - y0) < eps then dn := true; 

			y0 := yk;

 		until dn; 

		eyler := y0;

 	end; 

			{ ** Процедура "метод Адамса " ** }

begin 

	for i := 1 to 20 do xi[i] := 0.0; 

	dyi := xi; 

	y0 := yN; 

	yi:=xi; 

	qi:= xi; 

	dqi := xi; 

	d2qi:= xi; 

	d3qi:=xi;

	ysh:=xi; 

	x0 := a; 

	xi[1] := x0; 

	yi[1] := y0; 

	i := 1;

	ysh [1] := func (x0,y0); 

	qi[1] := h*ysh[1];

	repeat 

		y := eyler (x0,y0,h,eps); 

		inc (i); 	

		x0 := x0 + h; 	

		y0 := y; 

		xi[i] := x0; 

		yi[i] := y;

		ysh [i] := func (x0,y0); 

		qi[i] := h*ysh[i];

		dqi[i-1] := qi[i] - qi[i-1];

 		if i>2 then 

				d2qi[i-2] := dqi[i-1]-dqi[i-2];

		if i>3 then 

				d3qi[i-3] := d2qi[i-2]-d2qi[i-3];

	until i >= 4;

	repeat

		 dyi[i]:= qi[i]+0.5*dqi[i-1]+5*d2qi[i-2]/12+

					3*d3qi[i-3]/8; inc(i); x0 := x0 + h; 

		xi[i] := x0; 

		yi[i] := yi[i-1] + dyi[i-1];

		ysh [i] := func (xi[i],yi[i]); 

		qi[i] := h*ysh[i];

		dqi[i-1] := qi[i] - qi[i-1];

		d2qi[i-2] := dqi[i-1]-dqi[i-2];

		d3qi[i-3] := d2qi[i-2]-d2qi[i-3];

 	until i=10;

end; 

	Формальные параметры процедуры. Входные: а, b (тип real) - начало и конец от�резка, на котором ищут ре�ше�ние; h (тип real) - шаг раз�би�е�ния отрезка [а, b]; ЕРS (тип re�al) - заранее заданное ма�лое число (используется для оп�ре��деления первых че�ты�рех значений уi методом Эйлера с уточ��не�ни�ем); уN - начальное у0. Перед началом работы сле�ду�ет определить процедуру-функ�цию, по ко�то�рой вы�чис�ля�ют правую часть диф�фе�рен�ци�аль�ного урав�не�ния f (х, у). Вы�ходные: массив уi (тип real) зна�че�ний уi, най�денных ме�то��дом Адамса.

	Для тестирования и проверки процедуры пре�д��ла�га�ет�ся вычислить при х = 0.1 с точностью 10-4 по методу Адамса значения решения диф�фе�рен�ци�аль�ного урав�не�ния у' = f(х, у) с начальными ус��ло�ви�ями х = х0; у(х0) = у0; у' = 0.185( ((х2+ соs 0.7х) + 1.843 у; х0 = 0.2; у0 = 0.25; h = 0.1. Как и в ( 2, здесь необходимо до�о�пре�де�лить про�це�дуру-фун�к�цию, вычисляющую значение у по за��дан�ным х:

function func (x,y: real) : real; 

begin 

	func := 0.185 ; (x;х + cos (0.7 * х))+ 1.843;у; 

end;

	Результаты работы программы приведены в табл. 4.4 (в табл. 4.5 представлено также ре�ше�ние того же урав�не�ния, по�лу�чен�ное по методу Эй��лера с уточнением).

�                                                                   Таблица 4.4

Номер�Массив��i�xi[i]�yi[i]�dyi[i]�ysh[i]�qi[i]�dqi[i]�d2qi[i]�d3qi��1�0.20�0.2500�0.00000�0.65134�0.06513�0.00731�0.00102�0.00011��2�0.30�0.2858�0.00000�0.72445�0.07245�0.00833�0.00113�0.00855��3�0.40�0.3257�0.00000�0.80780�0.08078�0.00946�0.00968�-.00373��4�0.50�0.3702�0.09549�0.90244�0.09024�0.01915�0.00595�-.00162��5�0.60�0.4657�0.12621�1.09391�0.10939�0.02510�0.00433�0.00181��6�0.70�0.5919�0.14811�1.34487�0.13449�0.02942�0.00614�0.00166��7�0.80�0.7400�0.17982�1.63910�0.16391�0.03556�0.00779�0.00133��8�0.90�0.9198�0.22048�1.99469�0.19947�0.04335�0.00912�0.0000��9�1.00�1.1403�0.26836�2.42821�0.24282�0.05248�0.00000�0.0000��10�1.10�1.4087�0.00000�2.95297�0.29530�0.00000�0.00000�0.0000��                                                                  Таблица 4.5

Точки интервала�Решение уравнения�Точки интервала�Решение уравнения����x5 = 0.700000�y5 = 0.475552��x0 = 0.200000�y0 = 0.250000�x6 = 0.800000�y6 = 0.537801��x1 = 0.300000�y1 = 0.285875�x7 = 0.900000�y7 = 0.607540��x2 = 0.400000�y2 = 0.325772�x8 = 1.000000�y8 = 0.685688��x3 = 0.500000�y3 = 0.370259�x9 = 1.100000�y9 = 0.773265��x4 = 0.600000�y4 = 0.419957�x10 = 1.200000�y10 = 0.871391�� 

( 4. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ                                                    ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ                         МЕТОДОМ РУНГЕ - КУТТА

�� EMBED Word.Picture.6  ���

	Методы Рунге - Кутта образуют се�мей�ство ме�то�дов ре�ше���ния задачи Коши. Oни от�носятся к мно�го�шаговым ме�то�дам повышенной точ�ности (от второго по�рядка и выше). Здесь бу�дет рассмотрен одношаговый метод Рунге - Кут�та чет��вертого порядка точности. За�ме�тим по�пут�но, что ме�то�ды Рунге - Кутта отличаются от раз�нос�тных тем, что все они допускают вычисление функ��ции не только в заранее за��данных узлах сет�ки, но и в некоторых промежуточных точ��ках, тем са�мым по�зво�ляя уменьшать шаг вычислений во вре�мя самого про�цесса построения решетки.

	Итак, пусть требуется найти решение диф�фе�рен�ци�аль�но�го уравнения у' = f(х, у), удов�лет�во�ря�ю�щего на�чаль�ному ус�ловию у(х0) = у0 .

	Численное решение задачи состоит в по�стро�е�нии таб�ли��цы приближенных значений у0, у1, ..., уn решения урав�не�ния у' = f(х,у) в точках х0, х1, ..., хn, которые на�зы�вают уз�ла�ми сетки. Для крат�кос�ти обозначим хi = х0+ ih; уi = у(хi), где h - шаг сет�ки (ясно, что h > 0).

	Обычно методом Рунге-Кутта в литературе на�зы�ва�ют ме��тод, согласно которому у искомой функ�ции вы�чис�ляют по формулам:

уi+1 = уi + D/6, 

где обозначено:

 D  =  k1+2k2 +2k3 +k4 ;         k1 =  hf(xi, yi); 

        k2 =  h f(xi + h/2 ,yi + k1/2);  k3 = h f(xi + h/2 ,yi + k2/2);  

       k4  =  h f(xi + h ,yi + hk3).

	Погрешность метода на одном шаге сетки равна М.h5 , где М - некоторое число. Но на прак�ти�ке даже при�бли�жен�но очень трудно оценить М, поэтому при оцен�ке по�греш�нос�ти используют пра�вило Рунге. Для че�го сначала про�во�дят вы�чис�ле�ния с шагом h, а затем пов�торяют их с числом h/2. Если уi(h) - приближение, вы�чис�ленное с ша�гом h, а уi(h/2)  - с шагом h/2, то спра�вед�ли�ва оце�нка

� EMBED Equation.2  ��� .

	Именно поэтому при ре�ализации метода на ЭВМ обыч�но на каждом ша�ге делают двойной пе���ресчет. Если по�лу�чен�ные значения от�ли�ча�ют�ся в пределах до�пус�ти�мой погрешности, то шаг h удва�ивают. В про���тив�ном слу�чае шаг умень�шают вдвое. На рис. 4.1 приводится схе��ма этого алгоритма.

	Метод Рунге - Кут�та об���ладает по�вы�шен�ной точ���нос�тью и, не�смот�ря на тру�до�ем�кость, ши�ро�ко ис���поль�зу�ется в вы���чис�ли�тель��ной ма�те�ма�тике для ре��ше�ния диф��фе�рен�ци�аль�ных урав�не�ний. Его лег�ко обоб�щить для реше�ния сис��тем ли�ней�ных диф��фе�рен��ци�аль�ных урав��не�ний.

	В БСП ЭВМ обыч�но используют эф�фек�тив�ную программу RКF45, написанную Уотсом и Шам�пэнь в 1974 г. Однако ре�ше�нию этой же за�дачи посвящены ра�бо�ты и других ав�то�ров, све�де�ния о которых можно найти в кни�ге [Фор�сайт, 1980], где все вы�числительные методы под��роб�но рассмотрены, в том чис�ле и RКF45.

	Здесь же предлагается к применению один из са�мых прос�тых алгоритмов [Плис, Сливина, 1983], ре�а�ли�зо�ван�ный на ЭВМ МИР-2 (перевод на язык PАSСАL выполнен ав��торами), который до�воль�но эф�фективен, но, к со�жа�ле�нию, не�за�слу�жен�но за�быт. Алгоритм ре�а�ли�зо�ван в про�це�ду�ре rgk.

procedure rgk (n:integer; Y,h,x : real; 	var yr : mas);

var i : integer; f1, f, y0, x0 : real;

begin 	i := 2; 	y0 := y; 



Глава 4. Приближенные методы интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений и систем



( 3. Приближенное решение обыкновенного дифференциального уравнения методом Адамса
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