Окончание таблицы 2.1


�
№�
Вариант А�
Вариант Б�
�
№�
Вариант А�
Вариант Б�
�
Параметр�
i�
Х �
Y�
X�
Y�
Параметр�
i�
Х �
Y�
X�
Y�
�
�
1�
0.11000�
9.00000�
0.10000�
2.00000�
Расчетные�
14�
0.26708�
3.71492�
0.37083�
5.27809�
�
�
2�
0.12208�
8.13717�
0.12083�
2.60852�
точки,�
15�
0.27917�
3.54559�
0.39167�
5.23644�
�
�
3�
0.13417�
7.40129�
0.14167�
3.08333�
через�
16�
0.29125�
3.38354�
0.41250�
5.12278�
�
Расчетные�
4�
0.14625�
6.77476�
0.16250�
3.46364�
которые�
17�
0.30333�
3.22789�
0.43333�
4.93141�
�
точки,�
5�
0.15833�
6.24154�
0.18333�
3.77930�
проходит�
18�
0.31542�
3.07873�
0.45417�
4.66007�
�
через�
6�
0.17042�
5.78712�
0.20417�
4.05183�
интерполя-�
19�
0.32750�
2.93704�
0.47500�
4.31085�
�
которые�
7�
0.18250�
5.39849�
0.22500�
4.29535�
ционная�
20�
0.33958�
2.804663�
0.49583�
3.89127�
�
проходит�
8�
0.19458�
5.06405�
0.24583�
4.51758�
кривая�
21�
0.35167�
2.68421�
0.51667�
3.41516�
�
интерполя-�
9�
0.20667�
4.77360�
0.26667�
4.72085�
�
22�
0.36375�
2.57910�
0.53750�
2.90372�
�
ционная�
10�
0.21875�
4.51827�
0.28750�
4.90302�
�
23�
0.37583�
2.49342�
0.55833�
2.38646�
�
кривая�
11�
0.23083�
4.29049�
0.30833�
5.05853�
�
24�
0.38792�
2.43193�
0.57917�
1.90219�
�
�
12�
0.24292�
4.08391�
0.32917�
5.17932�
�
25�
0.40000�
2.40000�
0.60000�
1.50000�
�
�
13�
0.25500�
3.89339�
0.35000�
5.25586�
Заданная точка�
�
0.26300�
3.77409�
0.25300�
4.58967�
�



( 2. ПОСТРОЕНИЕ  ИНТЕРПОЛЯЦИОННОГО                                             ПОЛИНОМА НЬЮТОНА ПО ЗАДАННЫМ ЗНАЧЕНИЯМ ФУНКЦИИ


�
	В силу единственности многочлена степени n, по����стро�ен�ного по n + 1 значениям функции f(х), мно���гочлен Нью�то�на Рn(х) является раз�но�вид�нос�тью записи ин�тер�по�ля�ци�он�но�го мно�гочлена и по�л�нос�тью сов�па�да�ет с многочленом, по�стро�ен�ным по фор��муле Ла�гран�жа (2.1). Однако с помощью мно�го�чле���на Нью��тона удобнее про�во�дить интерполяцию в на��ча��ле и конце таблицы зна�че�ний функции. 


	В на�ча�ле таб��лицы используют пе�рвую ин��тер�по�ля�ци�он�ную фор��му�лу Ньютона, а в кон�це - вто��рую. Рас��смотрим один из спо��со�бов по�стро�ения пер�вой ин��тер�по�ля�ци�он�ной фор�му��лы.


	Пусть некоторая функция f(х) задана таб��лич�ны�ми зна��чениями у0 = f(х0); у1= f(х1); ...; уn = f(хn) в рав�но�от�сто��ящих узлах интерполяции {х0 , х1 = х0 + h;...; хn = x0+ nh}. Требуется по�стро�ить ин�тер�по�ля�ци�он�ный поли�ном Нью�тона Рn(х) сте�пе�ни n, при котором 


Рn(х0)  ( у0; Рn(х1)  (  у1;  ...; Рn(хn)  (  уn .  (2.2)


	Будем искать полином в виде


Pn(x0) = a0 + a1(x - x0) +a2(x - x0) (x - x1) + ...


...+ an(x - x0) (x - x1)...(x - xn),      (2.3)


где неизвестные коэффициенты аi находятся из очень простых зависимостей. Для того чтобы най���ти а0, по�ло�жим х=х0. Очевидно, что при этом Рn(х0) ( у0 а0 [это сле�ду�ет из формулы (2.2) ]. Но так как все члены урав�нения (2.3) , кроме пер�вого,  со�де�р��жат сомножитель (x - x0), сле�до�ва��тель�но, они все станут равными нулю, и из формулы (2.3) с учетом формулы (2.2) имеем Рn(х0) = а0 (  у0 .


	Для того чтобы найти а1, положим х = х1. Повторив все рас�суждения и учитывая, что значение по�ли�нома в ука�зан�ной точке будет тождественно рав��но у1 [формула (2.2)], пос��ле подстановки в формулу (2.3) х1 име�ем


 Pn(x1) = a0 + a1(x1 - x0) = у0 + а1 h = у1 . 


	Все остальные со�мно�жи�те�ли при неизвестных ко�эф�фи�циентах аi будут рав�ны ну�лю. Преобразуя по�след�нее вы�ражение, на�хо�дим а1  как а1 = D1/h [здесь D1 = Рn(х0 + h) -    -Рn(х0) = у1 - у0 ].


	 Для того чтобы определить а2, положим х = х2 и, рас��суж�дая аналогично, определим третий ко�эф�фи�циент как a2  = D2 / (2! h2).


	Подставляя в выражение (2.3) последовательно все хn, при�хо�дим к общей формуле для получения коэф�фи�ци�ен�тов аi:


 ai = Di / ( i! hi),


которые подставим в фор��мулу (2.3) и получим пер�вую ин��тер�по�ля�ци�он�ную формулу Ньютона:


� EMBED Equation.2  ��� (2.4)


	В формуле (2.4) обычно выполняют замену пе�ре�мен�ных: q = (х - х0)/h, где h - шаг ин�тер��по�ли�ро�ва�ния. Тогда пер�вая интер�по�ля�ци�он�ная фор�мула Нью�то�на за�пи�сы�ва�ет�ся несколько ина�че:


� EMBED Equation.2  ���       (2.5)


	При n = 1 получаем формулу линейного ин�тер�по�ли�рования; при n = 2 - параболического ин�тер�по�ли�ро�вания и т.д.


	Вторую интерполяционную формулу Ньюто�на по��лу�ча�ют, если узлы интерполяции в Рn(х) бе�рут в не�сколько ином порядке:


Pn(x0) = a0 + a1(x - xn) + a2(x - xn) (x - xn-1) + ...


...+ an(x - xn) (x - xn-1) ... (x - x0) . 


Тогда, рассуждая как и в случае пер�вой ин�тер�по�ля�ци�онной формулы, получаем ис�ко�мую форму записи по�ли�нома Ньютона, кото�рая из�вест�на как вторая ин�тер�по�ляционная фор�му�ла:


� EMBED Equation.2  ��� (2.6)


Выполнив подстановку q = (х - хn)/h, получим иную за�пись интерполяционого многочлена Ньютона:


� EMBED Equation.2  ���          (2.7)


 	Первая интерполяционная формула Ньютона ис�поль�зу�ет��ся для интерполирования в начале отрезка [хi, хi+1] и эктра�по�лирования до первой точки х0, т.е. для ин�тер�по�ли�ро�ва�ния впе�ред и экс�траполирования назад. При таком ин�тер�по��ли�ро�ва��нии q = (х - хi)/h > 0. При экс�т�ра�по�лировании на�зад по первой интерпо�ля�ци��онной фор�муле q = (х - хi)/h < 0. При ин�тер�по�ли�ро��вании в кон�це таблицы, т.е. при ин��терпо�ли�ро�ва�нии назад, ког�да шаг ин�тер�по�ляции по��сто�я�нен, при�меняют вто�рую ин�тер�по�ля�ци�он�ную фор��му�лу Нью�тона, где q = (х - хi+1) / h < 0. Эту же фор���мулу ис�поль�зу�ют при экст�ра��по�ли�ро�ва�нии впе�ред (в кон�це таблицы), но тогда q = (х -      -хi+1)/ h>0.


	Как уже отмечалось, полином Нью�то��на является иной записью полинома Лагранжа для функ�ции, за�дан�ной в рав�но�отстоящих узлах ин�тер�по�ляции. По�э�то�му при вы�чис�ле�нии поли�но�ма Нью�тона возможно ис�поль�зо�вать про�це�ду�ру-функ�цию L из ( 1. Здесь же при�во�дят�ся ори�ги�наль��ные про��це�ду�ры-функции для вы��чис�ле�ния по��ли�нома Ньютона по первой и вто�рой ин��тер�по�ля�ци�он�ным фор�му�лам, в ко�то�рых при�ме�ня�ет�ся перед ин�тер�по�ляцией метод дво��ичного по��иска ин�тер�ва�ла [Бах�ва�лов, 1973а] . 


	Процедура-функция new1 применяется при ин�тер��по�лировании первой интерполяционной фор�му�лой (ме�тод ин�тер�полирования вперед), а про�це�ду��ра-функ�ция new2 - при интерполировании вто�рой ин�тер�по�ля�ци�он�ной фор�му�лой (метод ин�тер�по��ли�ро�ва�ния назад). Обе про�цедуры при�ме���няют�ся, если узлы интерполяции расположены рав�но�мер�но. Про�цедуры-функции могут с успехом при��ме�няться для по�ис�ка зна�че�ний во многих точках за�дан�ного ин��тер�вала, на�при�мер при решении задачи суб�та��бу�ли�ро�ва�ния функ�ций. Однако тогда следует реко�мен�до�вать вы�нес�ти блок рас�чета разностей пер�вого, вто�рого и треть�е�го по��ряд�ков из про��цедур. Это зна��чительно ус�ко�рит их ра�бо�ту. Но тог�да сле�дует по�за�бо�титься о пе�редаче мас�сивов раз��нос�тей в про�це�ду�ры. Для этого мож�но их объявить гло�баль���ны��ми или вклю�чить их имена в список фор�маль�ных па��ра���мет�ров при об�ра�щении к про�це�ду�рам.


	Формальные параметры процедур. Про�цедура-функ�ция new1. Входные: x, y (тип real) - мас�сивы за�дан�ных зна�че�ний хi и yi; n (тип integer) - ко���ли�чес�т�во то�чек в мас�сивах x и y; x1 (тип real)- ис�ко���мая точ�ка. Выходные: процедура-функ�ция new1 воз��вра�щает ве�щест�венное значение функ�ции в точке х1 со�гласно по�строенному полиному. 


	Про�цедура-функция new2. Входные: x, y (тип real) - мас�си�вы за�дан�ных зна�чений хi и yi; n (тип integer) - ко���л�и�чес�т�во то��чек в мас�сивах x и y; x1 (тип real)- ис�ко���мая точ�ка. Вы�ход�ные: процедура-функция new2 воз�вра�щает ве�щест�вен�ное значение функции в точке х1 со�гласно по�строенному по�линому.


{Первая интерполяционная формула Ньютона*}


function new1 (x,y: mas; n: integer; x1:real):real;


label 30;


var i,j,k, n : integer; q : real; r1,r2,r3: mas;


begin 	i := 1; 	j := n;


{ **** Расчет конечных разностей ****


**** первого, второго и третьего порядков ****}


 	for i := 2 to n do


 	begin 


		r1[i-1] := y[i] - y[i-1];


 		if i>2 then 		r2 [i-2] := r1[i-1] - r1[i-2];


 		if i>3 then 		r3 [i-3] := r2[i-2] - r2[i-3];


 	end;


{**** Метод двоичного поиска интервала ****}


 	if x1 < x[i] then 	goto 30;


 	repeat 


		k := (i+j) div 2; 


		if x1< x[k] then 


			j := k;


 		if x1>=x[k] then 


			i := k;


 	until j <= i+1;


 30: 		q := (x1 - x[i]) / (x[2]-x[1]);


	new1: = y[i] + q * (r1[i] + (q-1)*(r2[i]/2.0 + 


				(q-2) * r3[i] / 6.0));


end.


{***Вторая интерполяционная формула Ньютона ***}


function new2 (x,y: mas; n: integer; x1:real):real;


label 30;


var i,j,k,n : integer; q : real; r1,r2,r3: mas;


begin 	i := 1; 	j := n;


{**** Расчет конечных разностей ****


**** первого, второго и третьего порядков ****}


 	for i := 2 to n do


 	begin 		r1[i-1] := y[i] - y[i-1];


 		if i>2 then 	r2 [i-2] := r1[i-1] - r1[i-2];


 		if i>3 then 	r3 [i-3] := r2[i-2] - r2[i-3];


 	end;


 {**** Метод двоичного поиска интервала ****}


 	if x1 > x[j] then 	goto 30;


 	repeat		k := (i+j) div 2; 


		if x1< x[k] then 			j := k;


 		if x1>=x[k] then			i := k;


 	until j <= i+1;


 30: 		q := (x1 - x[i]) / (x[2]-x[1]);


 	new2 := y[j] + q * (r1[j-1] + 


			(q+1) * (r2[j-2]/2.0 + (q+2)*r3[j-3]/6.0));


 end.


	Оценка погрешности первой и второй ин�тер�по�ля��ци�он�ных формул Ньютона получается из оцен�ки по�греш�ности интерполяционного поли�но�ма Ла��гран�жа. Вве�дем обоз�на�че�ние  h = хi+1 - хi и полагая для пер�вой ин�тер�по�ля�ци�он�ной фор�мулы q = (х - х0)/h, а для вто�рой   q = (х - хn)/h, по�лу�чим для первой ин��тер�поляционной формулы


� EMBED Equation.2  ���


и для второй интерполяционной формулы


� EMBED Equation.2  ���.


	Здесь x - некоторая точка из отрезка ин��тер�по�ли�ро�ва�ния [х0, хn] в случае задачи ин�тер�по�ли�ро�ва��ния или не при�над�ле��жа�щая указанному от�рез�ку в случае за��дачи экс�тра�по�ли�ро�ва��ния. Выполняя пре����дель�ный пе��ре�ход для 


� EMBED Equation.2  ���


и под���ставляя по��след�нее вы�ра�же�ние в формулу для по��греш�ности, окон���ча�тель�но бу�дем иметь для пер�вой ин�тер�по�ля�ци�он���ной формулы


� EMBED Equation.2  ���


и для второй интерполяционной формулы


� EMBED Equation.2  ���.


	По последним формулам производится оценка по����грешности интерполирования.


	Для проверки и тестирования процедур-функ�ций, ис�поль�зуя первую или вторую ин��терполяционные фор�мулы Нью�тона, вычис�ля�ли зна�чения функ�ции при за�дан�ных зна�че�ниях ар���гу�мен��та. Все рас�четы конт�ро�лировались при со�с�тав��ле�нии таб�ли�цы разностей.


	Вычисления производились с точностью 10-5. Ис�ход�ные данные и промежуточные вычисления для кон�т�ро�ля за ра�ботой процедур приведены в табл. 2.2. По фор�му�ле (2.3) в точке х1 = 1.908 было получено значение функ���ции у1 = 0.9687; в точке х2 = 2.135 значение функ�ции у2 = 0.85550. По формуле (2.6) в точке х1 = 2.248 было получено зна����че�ние функции у1 = =0.76912; в точке х2 = 2.359 зна�че�ние функ�ции у2 = 0.44132.


�
Таблица 2.2


№�
Массивы исходных данных�
Массивы конечных разностей�
�
п/п�
x[i]�
y[i]�
r1[i]�
r2[i]�
r3[i]�
�
1�
2.02500�
0.91517�
-0.012853�
-0.0004161�
-0.00000271�
�
2�
2.05000�
0.90232�
-0.013269�
-0.0004188�
-0.00000183�
�
3�
2.07500�
0.88905�
-0.013687�
-0.0004206�
-0.00000097�
�
4�
2.10000�
0.87536�
-0.014108�
-0.0004216�
-0.00000012�
�
5�
2.12500�
0.86126�
-0.014530�
-0.0004217�
0.00000072�
�
6�
2.15000�
0.84673�
-0.014951�
-0.0004210�
0.00000153�
�
7�
2.17500�
0.83178�
-0.015372�
-0.0004195�
0.00000232�
�
8�
2.20000�
0.81640�
-0.015792�
-0.0004171�
0.00000309�
�
9�
2.22500�
0.80061�
-0.016209�
-0.0004140�
0.00000384�
�
10�
2.25000�
0.78440�
-0.016623�
-0.0004102�
0.00000456�
�
11�
2.27500�
0.76778�
-0.017033�
-0.0004056�
0.00000526�
�
12�
2.30000�
0.75075�
-0.017439�
-0.0004004�
0.000000�
�
13�
2.32500�
0.73331�
-0.017839�
0.000000�
0.000000�
�
14�
2.35000�
0.71547�
0.000000�
0.000000�
0.000000�
�
Сумма:�
�
�
-0.199704�
-0.0049866�
0.00001570�
�
у14 - у1:�
�
-0.199704�
-0.004987�
0.0000157�
�
�
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Глава 2. Интерполирование и экстраполирование функций
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