или после переобозначения некоторых членов и при�ве�де�ния подобных 

S = S1 + S2 + S3 + S4 .

Члены с перекрестными произведениями об�ра�ща�ют�ся в нуль, как и в слу�чае с одним фактором. Теперь S  бу�дет иметь (N - 1) , S1 - (p - 1), S2 - (q - 1), S4 - (N - pq) степеней сво�боды, поскольку они все вы�числены исходя из от�кло�не�ний наблюдений от различных выборочных сред�них. Для то�го чтобы в обеих частях равенства (6.6) ко�ли�чес�тво степеней сво�бо�ды было равным, S3 должно иметь (p - 1)(q - - 1) степеней   свободы. Общее количество на�блю�дений при этом   N = npq.

Соответственно этому получим таблицу дис�пер�си�он�ного ана�ли�за (табл. 6.8).

Теперь существование эффекта взаимодействия мож�но про�верять, сравнивая соотношения М3 / М4 с F-рас�пре�де�ле�ни�ем с  (p - 1)(q - 1) и (N � pq) степенями сво�бо�ды. Та�ким же образом главные влияния, обус�лов�лен�ные фак�то�рами А и В, можно проверить при помощи со�от�но�ше�ний со�от�вет�ст�венно М1 / М4 и М2 / М4. В случае модели II для проверки со�отношения М3 / М4  с F-рас�пре�де�ле�ни�ем можно ис�поль�зо�вать F-распределение с теми же сте�пе���ня�ми свободы. Од�на�ко для проверки гипотез от�но�си�тель��но главного влияния двух факторов со�от�вет�ству�ю�щие квадраты следует раз�де�лить на средний квад�рат вза�имодействия, а не на средний квад�рат “внутри яче�ек”или оста�точ�ный средний квадрат. Это одно из са�мых важных различий между  этими мо�де�ля�ми. 

Для смешанной модели можно положить, что фак�тор А имеет случайные уров�ни, а фактор В - фик�си�ро�ван�ные. Тог�да гипотеза относительно члена, со�от�вет�ству�ющего вза�и��модействию между уровнями, проверяется из сравнения со��от��ношения  М3 / М4  с F-распределением  с  (p - 1)(q - 1) и (N - pq) степенями свободы. Су�щес�т�во�вание эф�фек�тов слу-

��чай�ности для фактора А проверяется делением сред�него квад�рата М1 на средний квадрат “внутри ячеек” или остаточный сред�ний квадрат. Критерий для глав�но�го эф�фек�та фактора В получают, раз�де�лив М2 на сред�ний квад�рат взаимодействия. Таким образом, кри�те�рии для про�вер�ки гипотез относительно главных эф�фек�тов в смешанной мо�дели дей�ст�вуют обратно кри�те�ри�ям для моделей I и II. 

4.2. УДОБНЫЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ФОРМУЛЫ

Как и в случае с одним фактором, различные суммы, при��ве�ден�ные в табл. 6.8, можно выразить в формулах, удоб�ных для выполнения вы�числений. формулы при�ве�дем без вывода:

� EMBED Equation.2  ��� ;    (6.7)

� EMBED Equation.2  ��� ;     (6.8)

� EMBED Equation.2  ���;  (6.9)

� EMBED Equation.2  ���;  (6.10)�							                                                                                                                 Таблица 6.8

Источник

 из�мен�чивости�Сумма квадратов�Степени свободы�Средние квадраты��Влияние фактора А�� EMBED Equation.2  ����

p - 1�� EMBED Equation.2  �����Влияние фактора В�� EMBED Equation.2  ����

q - 1�� EMBED Equation.2  �����Взаимодей�ствие АхВ�� EMBED Equation.2  ����

(p-1) (q-1)�� EMBED Equation.2  �����Различия внутри ячеек�� EMBED Equation.2  ����

N - pq�� EMBED Equation.2  �����Сумма�� EMBED Equation.2  ����

N - 1����� EMBED Equation.2  ��� .   (6.11)

В формулах (6.7) - (6.11) использованы обозначения: Тij - сумма наблюдений в ij-й ячей�ке; Тi. - сумма на�блю�де�ний для i-го уровня; Т.j - сумма наблюдений для j�го уров�ня.

Таким образом, необходимо образовать суммы внутри каждой ячейки Тij и суммы по рядам Тi. и столб�цам Т.j. Одновременно следует проверить равен�ство сумм � EMBED Equation.2  ��� =� EMBED Equation.2  ���. При этом если количество на�блю�дений велико, то ре�ко�мен�ду��ется использовать пер�со�наль�ный ком�пьютер и, в част�ности, электронные таблицы.

4.3. ИЕРАРХИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ                                    ПО ДВУМ ПРИЗНАКАМ

Довольно часто при практических исследованиях встре���чается случай, ког�да один фактор “сгруппирован” внут��ри другого. Тогда с первым фактором нель�зя срав�ни�вать никакой другой главный фактор, а в пред�по�ло�же�нии, что фактор В полностью содержится в фак�то�ре А, мо�дель процесса будет задаваться урав�нением

� EMBED Equation.2  ���.

Так как предполагается, что фактор В не имеет глав�но��го воздействия на ре�зультат, то в основное мо�дель�ное урав�нение не надо включать член � EMBED Equation.2  ���. Возведя обе стороны в квадрат и просуммировав по i, j, a , по�лу��чим S = = S1 + S2 + S3. Члены с перекрестными про�из�ве�дениями опять об�ра�ща�ют�ся в нуль при сум�ми�ро�ва�нии. Переменная S имеет (N - 1), S1 - (p - 1);  S2 - p(q - 1);  S3 - (N - pq) степеней свободы, так как их вы�числяют, ис��хо�дя из от�кло�не�ний на�блю�де�ний от различных вы�бо�роч�ных сред�них. И таблица дис��персионного анализа мо�жет быть со�став�лена,  как табл. 6.9. 

Вторая строка табл. 6.9 представляет собой ва�ри�ацию меж�ду теми ячей�ка�ми двусторонней клас�си�фи�ка��ционной таб�лицы, которые соответствуют фик�си�ро�ван�ным уровням фак�тора А. Третья строка  - это ва�ри�а�ция внутри ячеек, обу��словленная пов�торением экс�пе�ри�мен�та при фик�си�ро�ван�ных уров�нях  факторов А и В. 

�Существование главного фактора А и влияние эф�фек�та фактора В внутри А теперь должны проверяться делением соответствующего среднего квадрата на М3 и сравнением результата с F-распределением.

Вычислительные формулы в табл. 6.9 можно пре�об�разовать, использовав формулы, приведенные в п. 4.2. 

4.4. МНОГОСТОРОННЯЯ  КЛАССИФИКАЦИЯ                                 С  ПОВТОРЕНИЯМИ

Для характеристики общего случая достаточно бу�дет рассмотреть три фак�тора, которые условно назовем А, В, С. Модель процесса, когда факторы име�ют p, q и r уровней, а в каждой ячейке -  n наблюдений, можно за�пи�сать 

� EMBED Equation.2  ���.

Здесь Fi , Gj , Hk - главные влияния, обу�слов�ленные со�от�вет��ству�ю�щи�ми факторами; Ii j, Jjk, Kj k - лю�бые возможные вза�имодействия меж�ду парами фак�то�ров; Lijk - отвечает за воз�можные взаимодействия меж�ду все�ми тремя фак�то�ра�ми. При этом полагают, что 

� EMBED Equation.2  ���.

Нетрудно убедиться, что количество главных влияний и вза�имодействий, от�но�си�тельно которых проверяются ги��по�те�зы, равно (2m - 1), где  m - предполагаемое ко�ли�чес�тво фак���то�ров в экс�пе�рименте. Теперь, как и прежде, раз�ложив об��щую сум�му квадратов, по�строим таблицу дис�перс�ио�н�ного ана�ли�за (табл. 6.10). 

Средние квадраты с М1 по М8 получают делением со���ответствующих сумм квад�ратов на число степеней сво��бо�ды. В предположении, что eijka рас�пре�де�ле�но нор�маль�но с ну�левой дисперсией, для проверки су�щес�т�во�ва�ния ка�ко�го-либо главного влияния или вза�и�мо�дей�ст�вия делим со�от�вет�ст�вующие сред�ние квадраты на сред�ний квадрат ошибки и ре�зультаты сравниваем с F-рас�пре�делением с со�от�вет�ст�ву�ю�щим числом степеней сво�бо�ды. 

Проверку значимых эффектов следует начинать с вза�имодействий высших по�рядков. При проверке ги�по�тез от�но�сительно взаимодействия трех факторов М7  де�лит�ся на сред�ний квадрат ошибки со�от�вет�ст�ву�ю�ще�го фактора и рез�уль��тат сопоставляется с F-рас�пре�д�еле�нием, а при проверке ги�потез относительно взаимодействия двух факторов сред�ние квадраты этих взаимодействий делятся на М7. Однако если у  экспериментатора  нет  данных  (опыт  проведен  не�                                                                                            Таблица 6.9

Источник изменчивости�Суммы квадратов�Степени свободы�Средние квадраты��

Влияние  фактора А�� EMBED Equation.2  ����(p - 1)�� EMBED Equation.2  �����

Различия между ячейками (вну�три фактора А)�� EMBED Equation.2  ����p (q - 1)�� EMBED Equation.2  �����

Различия внутри ячеек�� EMBED Equation.2  ����(N - pq)�� EMBED Equation.2  �����

Сумма по всем ячейкам�� EMBED Equation.2  ����(N - 1)���                                                                                               Таблица 6.10

Источник изменчивости�Сумма квадратов�Степени свободы��Главные влияния:����Фактор А�� EMBED Equation.2  ����(p - 1)��Фактор В�� EMBED Equation.2  ����(q - 1)��Фактор С�� EMBED Equation.2  ����(r - 1)��Взаимодействие  двух факторов����А(В�� EMBED Equation.2  ����(p - 1) (q - 1)��А(С�� EMBED Equation.2  ����(p - 1) (r - 1)��В(С�� EMBED Equation.2  ����(q - 1) (r - 1)��

Взаимодействие трех  факторов А(В(С�� EMBED Equation.2  ����(p-1)(q-1)(r-1)��

Различия внутри ячеек�� EMBED Equation.2  ����(N - pqr)��Сумма по всем ячейкам�� EMBED Equation.2  ����(N - 1)��



�тщательно, ре�зуль�тат предыдущего испытания не под�твер�дил гипотезу, что одно или более взаимодействий двух фак�торов рав�но нулю), то тогда нет точных критериев для про��вер�ки ги�потезы относительно главных влияний фак�то�ров на ре�зультат эксперимента. Например, чтобы про�ве�рить су��щес�тво�ва�ние эффекта главного фактора А, сле�ду�ет срав��нить М1  с величиной,  ко�то�рая  является не�сме�щен�ной 

оцен�кой � EMBED Equation.2  ���, но имен��но в та�ком ви���де ее нет в таблице. Однако такую ве�ли�чину мож�но об�ра��зо���вать, если, например, взять М4 + М5 - М7 , но эта ли�ней�ная комбинация не име�ет рас�пре�де�ления среднего квад�ра�та. Приближенно можно счи�тать, что она распределена как сред�ний квадрат с чис�лом степеней свободы, равным

� EMBED Equation.2  ��� ,

где  f4 , f5 , f7  - степени свободы, определенные по табл. 6.10 дисперсионного ана�ли�за соответственно для  S4, S5, S7. Та��ким образом, если оба взаимодействия А(В и А(С су�щест�венны, то для оценки влияния главного фактора А надо  сопоставлять отношение М1/(М4+М5- М7) с  F-рас�пре�делением с f1  и  g степенями свободы�.

Если можно принять, что взаимодействия А(В и А(С рав�ны нулю, то точ�ные критерии для оценки вли�я�ния глав�но�го фактора А получают, сравнив отношение М1/М5 или М1/М4 с F-распределением с со�от�вет�ст�ву�ю�щим чис�лом степеней сво�боды, данным в таблице 6.10. 

4.5. РАЦИОНАЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ ТАБЛ. 6.10

Запишем суммы квадратов несколько в иной, но бо�лее удоб�ной форме. Для этого получим вспо�мо�га�тель�ные суммы по каждой ячей�ке (индекс j) и по со�от�вет�ству�ющим факторам (Tij., Ti.k, T.jk). Нам будут так�же нужны суммы по двум факторам (Ti.., T.j. , T..k), а также общая сум�ма 

� EMBED Equation.2  ���.

 Правильность подсчета сумм можно кон�тро�ли�ро�вать по вспомогательным равенствам: 

� EMBED Equation.2  ��� . 

С учетом сказанного, суммы, приведенные в табл. 6.10, мож�но расписать следующим образом:

� EMBED Equation.2  ��� ;

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���. 

Другое главное влияние взаимодействия двух со�от�вет�ст�вующих факторов мож�но получить по аналогии с оцен�кой S1  и S4 . Член S7, соответствующий вза�и�мо�дей�ст�вию трех факторов, можно также выразить с по�мо�щью вспо�мо�га�тельных сумм, но так как в него будут входить уже во�семь членов, то обычно эту сумму по�лу�ча�ют вы�чи�та�ни�ем  всех других сумм из общей S. Если все же выражение S7 нуж�но для про�вер�ки предыдущих ариф�ме�ти�чес�ких вы�кла�док, то его можно вычислить как

� EMBED Equation.2  ���.

	Как видно из формул, даже при малом количестве дан�ных эти вы�числения ста�но�вят�ся довольно громоздкими и по��э�то�му такой вид дисперсионного анализа вы�пол�ня�ет��ся, как правило, с использованием электронных таб�лиц.

�( 5.  НЕКОТОРЫЕ  ВОПРОСЫ  ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  ДАННЫХ

�Довольно часто предполагается, что генеральная со�во�купность рас�пре�де�ле�на нормально. Когда это не так, то все предложенные к рассмотрению и ис�поль�зованию ме�тоды не могут применяться, так как построенные от�но�шения в таблицах дисперсионного анализа будут со�от�ветствовать некоторому неиз�вес�т�ному распределе�нию, а точные кри�те�рии значимости становятся не�при�год�ны�ми. Изучать эф�фект отклонения от нормального закона для опи�санных в ра�боте критериев - дли�тель�ная и утомительная работа. Бо�лее того  данных мо��жет быть достаточно большое раз�но�об�ра�зие, сле�до�ва��тельно, и подобных критериев должно быть не мень�ше. Зна�чит, самый надежный путь - это пре�об�ра�зо�вать данные та�ким образом, чтобы отклонения от нор�маль��но�го за�ко�на распределения были бы небольшими�. 

Одним из методов приведения данных к нор�мал�ь�но�му ви�ду считается ло�га�риф�ми�рование�. Когда дис�пер�сия пред�ставляет собой некоторую функцию сред�ней, тог�да можно воспользоваться методом стабилизации совокупности.

Предположим, что x  и y - переменные, связанные меж�ду собой некоторой фун�кциональной зависимостью y = f(x) (например, f(x) может быть ре�грес�си�он�нoй зависимостью). Нам надо подобрать функцию g(x) та�ким образом, что�бы дисперсия у y была бы более ста�биль�ной, чем дисперсия у х�. Предположим, что пе�ре�мен��ная x распределена от�но�си�тель�но средней m с не�боль�шим стан�дар��т�ным отклонением, тог�да в первом при���бли�жении можно предположить, что  y = =f(m) + (x - m) g(x), откуда среднее значение y равно f(m), а дис��пер�сия y мо�жет быть вычислена как |g(m)|2(дис�пер�сия x).

 Если при этом допустить, что дисперсия x может быть выражена некоторой функцией от m, которую обо��з�начим как  q(m), а дисперсия  y при этом должна ос��таваться ста�биль�ной и постоянной (допустим, равной А), то тогда на ос�но�ва�нии двух по�след�них вы�ра�же�ний имеем

� EMBED Equation.2  ���   или    � EMBED Equation.2  ��� ,

что дает подходящую форму для преобразования дан�ных. На�пример, если предложить к рассмотрению рас�пре�де�ле�ние Пуассона, в котором q(m) = m, то тогда по�след�ний ин�те�грал может быть вычислен как

� EMBED Equation.2  ���.

Это значит, что подходящим преобразованием для дан�ных, делающих дис�пер�сию независящей от среднего зна�чения, долж�но быть � EMBED Equation.2  ���. Это пре�об�ра�зование с из�влечением квадратного корня обычно применяется, ког�да есть данные о том, что исходный ряд может иметь распределение Пу�ас�со�на или быть пре�об�ра�зо�ван�ным к нему. Если это не так, то можно предположить иное преобразование. Довольно полная сводка таких пре�образований приводится в работе [Bartlett, 1947]. 

� Этот метод приближения линейной комбинацией средних квад�ра�тов с по��мощью среднего ква�д�рата с некоторым новым числом сте�пе�ней сво�бо�ды принадлежит Саттерсвэйту [Satterthwaite, 1946] и Уэлчу [Welch, 1946].

� По общему мнению современных авторов при применении ди�спер�си�он�но�го анализа можно допустить умеренные отступления от нормального за�кона распределения.

� Этот способ преобразования данных применим в случае, когда данные имеют довольно большую дисперсию по сравнению с нормальной.

� Без ограничения общности можно и наоборот. Самое главное при этом до�биться стабилизации дисперсии хотя бы по одной из пе�ре�мен�ных. Здесь предложено стабилизировать дисперсию по у, так как у является не�зависимой переменной.



Глава 6. Математическая обработка экспериментальных данных (введение в математическую статистику)



( 4. Классификация  по  нескольким признакам
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( 5. Некоторые вопросы преобразования данных










