( 6. МОДИФИЦИРОВАННЫЕ ФУНКЦИИ БЕССЕЛЯ


�
    Полагая аргумент z функций Бесселя комплексным и из�меняя его на (/2, получаем модифицированные функ�ции Бесселя [Справочник ..., 1979]:


� EMBED Equation.2  ��� (5.32)





� EMBED Equation.2  ��� (5.33)


(последние также называются мо�ди�фи�ци��рованными функ�циями Ханкеля), которые яв�ля�ют�ся ре�ше�ниями ди�ф�ференциального уравнения


� EMBED Equation.2  ���


и могут быть аппроксимированы ря�да�ми


� EMBED Equation.2  ���;         (5.34)





  � EMBED Equation.2  ��� (5.35)





где функция ( определяется так же, как в формуле (5.29). Для функций � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� справедливы следующие со�от�но�шения симметрии:


� EMBED Equation.2  ���; (n - целое), � EMBED Equation.2  ���.   (5.36)


    В частных случаях v=0, 1 функция � EMBED Equation.2  ��� (при x = z ( Re z) может быть представлена в виде многочленов [Спра�воч�ник ..., 1979]:


	а) при | x | ( 3.75


� EMBED Equation.2  ���  (5.37)





� EMBED Equation.2  ���   (5.38)


где  t = x/3.75,  | (1 (x) | < 1.6(10-7;   |(2 (x) | < 8(10-9;





	б) при  3.75 ( x ( (


� EMBED Equation.2  ��� (5.39)





� EMBED Equation.2  ���   (5.40)





где | (3 (x) | < 1.9(10-7;   |(4 (x) | < 2.2(10-7.


    Отметим также, что функция � EMBED Equation.2  ���может быть  представлена интегралом


� EMBED Equation.2  ���.            (5.41)


     При повороте аргумента z в функциях Бесселя на  3(/4  получим функции  Кельвина  ber( (z), bei( (z) и ker( (z), kei((z), которые при x=z(Rez(0 и дей�ст�ви�тель�ном v оп�ределяются из следующих соотношений:


� EMBED Equation.2  ���    (5.42)


    При произвольном целом � EMBED Equation.2  ��� функции Кельвина bern(x) и bein(x) могут быть представлены в виде сле�ду�ю�щих разложений [Справочник ..., 1979]:


� EMBED Equation.2  ���    (5.43)


� EMBED Equation.2  ���   (5.44) 


Если же порядок функций Кельвина v=0 (в этом слу�чае ин�декс v обычно опускается), то имеют место сле�ду�ю�щие раз�ложения [Справочник ..., 1979]:


� EMBED Equation.2  ���     (5.45)





� EMBED Equation.2  ���  (5.46)





� EMBED Equation.2  ���     (5.47)


При отрицательных значениях x и  v = n (где n - целое) ис�пользуются следующие соотношения симметрии:


� EMBED Equation.2  ��� (5.48)


которые справедливы и для функций � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���.


  Пo приведенным далее процедурам осуществляется вы�чис�ление модифициpoванных функций Бесселя в со�от�вет�ст��вии с рассмотренными разложениями (отметим так��же, что значения модифицированных функций Бес�се�ля мо�гут быть получены с помощью формул (5.32), (5.33) и (5.42) при использовании для вычисления функций � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� соответствующих про�це�дур из пре�ды�дущего параграфа).


    С помощью процедуры-функции inx вычисляется зна�че�ние � EMBED Equation.2  ��� для v=n (n-целое) и любого ве�щес�твен�но�го x = = z ( Re z на осно�вании разложения (5.34). При этом в слу�чае отрицательного n рассчитывается зна�че�ние функ�ции � EMBED Equation.2  ���, которое с учетом соотношения (5.36) рав�но ис�ко�мо�му значению � EMBED Equation.2  ���. Поскольку зна�че�ние |n| яв�ля�ется на�ту�ральным числом, при вы�чис�ле�нии Г-функ�ции в формуле (5.34) используется равенство Г(() = (( - 1)!. Вычисления  про�должаются до до�сти�же�ния задаваемой точности (, ког�да оказывается вы�пол�нен��ным не�ра�вен�ст�во |Sm - Sm-1| ( (, где � EMBED Equation.2  ��� - значение сум�мы в формуле (5.34) при k = m.


  Формальные параметры процедуры. Входные: n (тип in��te�ger) - значение порядка; x (тип real) - значение ар�гу�мен���та функции; eps (тип real) - задаваемая точность. Вы��ход�ной: inx (идентификатор процедуры-функции, тип do�u�ble).


 function inx( var n integer; x,eps : double): double;


var  x1,x2,s : double;


begin


	inx  :=  1.;


    if(n <> 0) OR (x <> 0) then


	begin 		n  :=  abs(n);


          x1  :=  double(x);


         	x2  :=  exp ( n * ln((x1/2.)));


         	x1  :=  x1*x1/4.;


         	for  i  :=  1 to n do  inx  :=  inx/i;


		i  :=  1;


         	s  :=  inx;


   		repeat


			s  :=  s*x1/i/(i+n);


			inc (i);


			inc (inx, s);


		until  (abs(s) >= eps);


		inx  :=  inx*x2;


    end;


end .


	Процедура-функция inx тестировалась на IBM PC/AT-386 для ряда значений порядка n и ар�гу�мен�та x, не�которые ре�зультаты вычислений при ( =1e-10-8 при�ве�де�ны в табл. 5.15. Сравнение полученных значений с таб�личными [Спра�вочник..., 1979] дает по�греш�ность, не превышающую за�даваемой точности вы�чис�ле�ний.


Таблица 5.15


�
x�
�
n�
2�
4�
5�
�
( 3�
0.212739960654�
3.337275851226�
10.331150908245�
�
( 4�
0.050728570426�
1.416275740233�
5.108234887217�
�
( 5�
9.82567932297e-3�
 0.504724367966�
2.157974595789�
�
	С помощью следующих процедур-функций i0x и i1x, структура которых аналогична, вы�чис�ля�ют�ся зна�че��ния со�от�вет�ственно� EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� на ос�но�ва�нии раз����ло�жений (5.37) - (5.40). Точность вы��чис�лений опре�де�ляется по�греш�нос�тью со�от�вет�ству�ю�щих разложений.


 	Формальные параметры процедур. Входной: x (тип re��al) - значение аргумента. Выходной: i0x или i1x (иден�ти�фи�катор процедуры-функции, тип double).


function i0x(x1 : real) : double;


var x,t : double;


begin


	x  :=  double(x1);


	if x <=3.75  then


	begin


		x  :=  (x/3.75)*(x/3.75);


		i0x  :=  1.+x*(3.5156229D0+x*(3.0899424D0+


				x*(1.2067492D0+x*(0.26597332D0+


				x*(0.0360768D0+x*0.0045813D0)))));


	end


	else


    begin


		t  :=  3.75/x;


		i0x  :=  ((((((((0.00392377D0*t-0.01647633D0)*t+


				 0.02635537D0)*t-0.02057706D0)*t+


				0.00916281D0)*t- 0.00157565D0)*t+


				225319D0)*t+0.01328592D0)*t+


				0.39894228D0)*exp(x)/sqrt(x);


      end;


end.


function i1x(x1 : real) : double;


var x,t : double;


begin


	x  :=  double(x1);


	if  x <=3.75   then


	begin


		t  :=  (x/3.75)*(x/3.75);


		i1x  :=  (0.5+t*(0.87890594D0+t*(0.51498869D0+


				t*(0.15084934D0+t*(0.02658733D0+


				t*(0.00301532D0+t*0.00032411D0))))))*x;


	end


	else


	begin    


		t  :=  3.75/x;


		i1x  :=  ((((((((-0.00420059D0*t+0.01787654D0)*t-


				0.02895312D0)*t+0.02282967D0)*t-


				0.01031555D0)*t+0.00163801D0)*t-


				0.00362018D0)*t-0.03988024D0)*t+


				 0.39894228D0)*exp(x)/sqrt(x);


      end;


end.


	Процедуры-функции i0x и i1x тестировались на IBM PC/AT-286 для x = 2.9, 10. Полученные при этом ре�зуль�та�ты (см. табл. 5.16) совпадают с контрольными  [Спра�воч�ник ..., 1979] и результатами,  пред�став�лен�ны�ми в работах Бе�лашовa (1997) и Гринчишина и др. (1988), с точностью до вось�ми  десятичных знаков.


Таблица 5.16


n�
x = 2.9�
x = 10�
�
0�
4.50274867�
3.61260722�
�
1�
2815.71665�
2670.98831�
�



	В процедуре-функции knx реализовано вычисле�ние зна�чения функции � EMBED Equation.2  ��� при v = n (n - целое) на ос��но�ва�нии ее интегрального представления (5.41), при этом тре�бу�емая точность ( задается при обращении к  knx.


    Формальные параметры процедуры. Входные: n (тип in�teger) - значение порядка; x (тип real) - значение ар�гу�мен��та; eps (тип real) - требуемая точность вычислений. Вы�ход�ной: knx (идентификатор про�це�ду�ры-функции, тип do�ub�le) - значение � EMBED Equation.2  ���.


 function knx(n : integer; x1,eps : real) : double;


var x,h,g,s,z,u,zn,f : doublr;


begin


	x  :=  double(x1);


	knx  :=  0.;


	h  :=  1.;


   repeat


		g  :=  knx;


		s  :=  0.;


      	z  :=  exp(h/2.);


      	u  :=  z*z;


   		repeat


			zn  :=  exp (n * ln(z));


			 f  :=  0.5*dexp(x*(1.-0.5*(z+1./z)))*(zn+1./zn);


			s  :=  s+f;


			z  :=  z*u;


      	until (f <=eps);


		knx  :=  h*s;


		h  :=  h/2.;


	until (abs(knx-g) <=knx*eps);


end.


	Процедура-функция knx была получена путем не�ко��то��рой модификации и перевода вначале на язык FOR�T��RAN [Белашов, 1997], а затем на язык PASCAL Бей��сик-про�грам�мы вычисления � EMBED Equation.2  ���, приведенной в ра���бо�те Грин�чишина и др. (1988), и проверена при тех же зна��че�ни�ях порядка n и ар�гумента x на машине IBM PC/AT-386.  Полученные при этом  для ( = 1e-8 ре�зуль�та�ты


� EMBED Equation.2  ���1325.16874,         � EMBED Equation.2  ���0.310561234


сов�пали с контрольными [Гринчишин и др., 1988] с точ�нос���тью до девяти десятичных знаков.


    В процедуре-функции benx в зависимости от спо�со�ба об��ращения реализовано вычисление функций � EMBED Equation.2  ��� или bein(x) на основании их разложений в ряды (5.43), (5.44), при этом вычисления прекращаются, когда сов�па�дут зна�че�ния сумм слагаемых 2i и 2i + 2 в раз�ло�же�ни�ях. При отрицательном n вычисления вначале ведутся для |n|, а затем используется соотношение (5.48).


   Формальные параметры процедуры. Входные: x (тип re�al) - значение аргумента; n (тип integer) - значение по�ряд�ка; k (тип integer) - параметр, по значению которого вы��бирается вычисляемая функция: при k = -1 вы��чис�ля�ет�ся функ�ция � EMBED Equation.2  ���, при k = 1 - bein (x). Вы�ход�ной: benx (иден�ти�фикатор процедуры-функции, тип do�u�b�le) - вы�чис�ленное зна�чение функции.


function benx(x : real;n,k : integer) : double;


var x0,x1,f,f1,f2 : double;


begin


	x0  :=  double(x);


	x1  :=  x0*x0/4.;


    na  :=  iabs(n);


    n1  :=  na;


 	while  (n1 > 8) do


         n1  :=  n1-8


	if (k =-1) then


	begin


		f1  :=  dcos(n1*2.35619449019D0);


         	f2  :=  x1*dsin(n1*2.35619449019D0);


	end


	else


	begin


		f2  :=  x1*dcos(n1*2.35619449019D0);


		f1  :=  dsin(n1*2.35619449019D0);


    end;


    n1  :=  1;


	for  i  :=  1  to  na do


		n1  :=  n1*i;


    x1  :=  x1*x1;


    f1  :=  f1/n1;


    f2  :=  f2/n1/(na+1.);


    n1  :=  1;


    i  :=  2;


    benx  :=  f1+k*f2;


   repeat


		f1  :=  -x1*f1/(i*(i-1)*(na+i-1)*(na+i));


		f2  :=  -x1*f2/(i*(i+1)*(na+i+1)*(na+i));


      	f  :=  benx+f1+k*f2;


      	if (f<>benx)then


		begin 


			benx  :=  f;


         		inc (i, 2);


         	end;


	until f = benx;


	benx  :=  benx*exp (ln(x0/2.)*na);


	if(n < 0) then 


		if na mod 2 = 1 then benx  :=  (-1)*benx;


end.


    Процедура-функция benx была получена путем не�ко�то��рой модификации и перевода вначале на язык FORTRAN [Белашов, 1997], а затем на PASCAL Бей�сик-программ вычисления bern(x) и bein(x), опуб�ли�ко�ван�ных в работе Гринчишина и др. (1988), и про�тес�ти�ро�ва�на на IBM PC/AT-286 для n = 0, 2; x = 3.  Полученные ре�зультаты


ber0 (3) = -0.221380250,    ber2 (3) = 0.808368465,


bei0 (3) = 1.937586785,     bei2 (3) = -0.891022363


совпадают с табличными значениями [Справочник ..., 1979] и результатами  контрольных примеров, при�ве�ден�ны�ми в работе Гринчишина и др. (1988).


	В процедуре-функции be0x в зависимости от спо�со�ба об��ращения реализовано вычисление функций ber(x) или bei(x) на основании их разложений в ряды (5.45) с точ�нос�тью (, задаваемой при вызове про�це�ду�ры. Вы�чис�ления пре�кращаются при выполнении не�ра�вен�ства 


� EMBED Equation.2  ���, 


где m = 2k для функции ber(x) и m = 2k + 1 - для функ�ции  bei(x).


	Формальные параметры процедуры. Входные: x (тип double) - значение аргумента;  eps (тип double) - за�да�ва�е�мая точность вычислений;  n (тип integer) - параметр, по зна�чению которого выбирается вычисляемая функция: при n = 0  вычисляется функция ber(x), при n = 1 - bei(x). Выходной: be0x (идентификатор процедуры-функции, тип double) - вычисленное значение функции.


function be0x (x1,eps : double;n : integer) : double;


var  f,f1,x : double;


begin


	x  :=  double(x1*x1/4.);


	be0x  :=  1.;


    i  :=  1+n;    k  :=  1;


    f  :=  1.;


   	repeat


		f  :=  f/(i*i*(i+1)*(i+1));


      	f1  :=  exp ( ln(x)*(2*k))*f;


      	if  k mod 2 = 1 then f1 := - f1;


		be0x  :=  be0x+f1;


      	i  :=  i+2;


      	k  :=  k+1;


	until (abs(f1) <=eps);


	if(n.NE.0)be0x  :=  be0x*x;


end.


    Процедура-функция be0x тестировалась на IBM PC/AT-286 для x = 1, 2, 3. Полученные результаты, пред�ставленные в табл. 5.17, показывают совпадение с конт�рольными значениями функций [Справочник ..., 1979] с задаваемой в про�цедуре точностью.


Таблица 5.17


   x�
ber(x)�
bei(x)�
�
1�
0.984381781213�
0.249566040033�
�
3�
-0.221380249601�
1.937586785250�
�
5�
-6.230082506865�
0.116034583788�
�



	В заключение заметим, что вычисление функций  ker(x) и kei(x) может быть организовано аналогично в соот�вет�ст�вии с разложениями (5.46), (5.47).


Глава 5. Специальные функции и алгоритмы их вычисления





( 6. Модифицированные функции Бесселя
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