Глава 8. Математическия обработка экспериментальных данных (специальные сетоды анализа)
( 2. Метод Буркова

( 2. МЕТОД БУРКОВА


С некоторой долей условности к иерархическим ме​то​дам группирования можно отнести метод Ю.К.Бур​ко​ва [1973], который широко применяется в геохимии и на​зы​ва​ет​ся также методом многократной корреляции (ММК). Он хо​тя дает конечные результаты, име​ющие иерархическую струк​туру, но сам характер клас​си​фи​ци​рующий процедуры за​метно отличается от ие​рар​хи​чес​кого.


B ММК объединение элементов в классы про​из​во​дит​ся на основе меры сходства, роль которой играют кор​ре​ля​ци​он​ные моменты высших порядков. Кор​ре​ля​ци​онные мо​мен​ты рассчитываются на каждом новом ша​ге по формуле



,
где rik, riL - компоненты k-го и L-го столбцов мат​ри​цы (*, полученной последовательным преобразованием мат​рицы взаимной корреляции; 

 и 

- средние ариф​метические числа для k-го и L-го столбцов: 

; р - размерность матрицы (*. Как сле​дует из приведенной фор​мулы, суть метода Ю.К. Бур​​кова заключается в оты​с​ка​нии таких групп эле​мен​тов, которые обладают сходным ха​рактером связи как меж​ду собой (внутри группы), так и с элементами дру​гих групп. 


Каждому элементу из множества А поставим в со​от​вет​ст​вие вектор-столбец исходной корреляционной матрицы ( и обозначим новую матрицу ((1). Если теперь вычислим вза​имный коэффициент корреляции от элементов матрицы ((1), то получим матрицу ((2). При этом сами 

 будут пре​вышать исходный ко​эф​фи​циент корреляции 

, если век​торы имеют до​ста​точ​но уверенную взаимосвязь. В про​тив​ном случае 

 > 

. В целом обнаруживается тен​де​нция: с уве​ли​чением количества шагов n величина 

 стре​мит​ся либо к +1, либо к -1, причем для некоторых групп зна​чения 

 достигают +1 уже при n < 4. Если нужно для до​сти​​жения +1 больше пяти пересчетов матрицы (, то го​​во​рят, что эти элементы не столь тесно связаны в дан​ной груп​пе.


Конечный результат соответствует разбиению мат​ри​цы (множества А) на две "антагонистические" ас​со​ци​ации: эле​менты аj, связанные в одной ассоциации, име​ют r(n) рав​ное +1, а элементы аL, связанные в про​ти​во​положной ас​со​ци​ации, r(n)  равное - 1.


Метод многократной корреляции привлекает про​сто​той алгоритма, но вместе с тем имеет серьезный не​до​статок. Его нецелесообразно применять в си​ту​а​ци​ях, когда есть дан​ные, говорящие о существовании бо​лее двух групп свя​зан​ных элементов, что со​от​вет​ст​ву​ет действию более чем двух факторов. Однако для при​кладных или пре​д​ва​ри​тель​ных расчетов этот метод можн​о использовать довольно ус​пешно.


Вычислительная процедура, используемая здесь, уже при​​менялась для расчета корреляционной матрицы (гла​ва 7, ( 5). Единственное отличие ее состоит в самой вы​чис​ли​тель​ной схеме, т.е. в основной программе. По​э​то​му для вы​полнения данной работы можно вос​поль​зо​вать​ся про​це​ду​рой расчета корреляционной матрицы без изменений.


Для демонстрации и проверки процедур кор​ре​ля​ци​он​ная матрица (табл. 8.2) анализируется уже опи​сан​ным методом. Используются данные из табл. 7.9, по ко​то​рым ра​нее строилась корреляционная матрица. Ана​лиз про​во​дит​​ся по уровням значимости 0.05 и 0.1. Вы​чис​ления вы​пол​​нены с точностью 10-5. Результат работы при​во​дит​ся в табл. 8.3. Обозначения со​хра​не​ны, как в главе 7.

Из анализа матрицы корреляционных профилей вид​но (табл. 8.3, итерации 4 - 6), что все элементы уве​рен​но разделились на две ан​та​го​ни​с​ти​ческие группы: к пер​вой можно от​нес​ти элементы I, II, III столбцов, а ко второй IV и V (табл. 8.2). Связь элементов II и III не оче​видна, по​э​то​му результат нуждается в до​пол​​ни​тель​ной проверке. Ана​ло​гичной проверке не​об​хо​димо под​вер​гнуть группу II и IV, так как кор​ре​ля​ци​он​ная мат​ри​ца да​ла в указанном слу​чае про​ти​во​по​лож​ный ре​зуль​тат (по связи элементов). Де​лая вывод, мож​но пред​​по​ло​жить следующую группировку эле​ментов: I - III; IV - V; II. По​ложение элемента II не​об​хо​ди​мо уточнить дру​гими ме​тодами.

Таблица 8.2
№
I
II
III
IV
V

I
 1.00000
 0.33842
   0.58387**
-0.29250
 -0.45483*

II
 0.33842
 1.00000
-0.05452
  0.52663*
 -0.45056*

III
 0.58387**
-0.05452
 1.00000
  -0.72840**
  -0.73536**

IV
-0.29250
 0.52663*
  -0.72840**
1.00000
0.36006

V
-0.45483*
 -0.45056*
  -0.73536**
0.36006
1.00000

Таблица 8.3


I
II
III
IV
V
I
II
III
IV
V
I
II
III
IV
V


Итерация первая
Итерация третья
Итерация пятая

I
1.00
0.28
0.89
-0.72
-0.88
1.00
0.49
1.00
-0.98
-1.00
1.00
0.99
1.00
-1.00
-1.00

II
0.28
1.00
0.01
0.39
-0.47
0.49
1.00
0.42
-0.30
-0.55
0.99
1.00
0.99
-0.99
-0.99

III
0.89
0.01
1.00
-0.91
-0.88
1.00
0.42
1.00
-0.99
-0.99
1.00
0.99
1.00
-1.00
-1.00

IV
-0.72
0.39
-0.91
1.00
0.61
-0.98
-0.30
-0.99
1.00
0.96
-1.00
-0.99
-1.00
1.00
1.00

V
-0.88
-0.47
-0.88
0.61
1.00
-1.00
-0.55
-0.99
0.96
1.00
-1.00
-0.99
-1.00
1.00
1.00


Итерация вторая
Итерация четвертая
Итерация шестая

I
1.00
0.30
0.99
-0.92
-0.99
1.00
0.83
1.00
-1.00
-1.00
1.00
1.00
1.00
-1.00
-1.00

II
0.30
1.00
0.15
0.11
-0.43
0.83
1.00
0.82
-0.79
-0.85
1.00
1.00
1.00
-1.00
-1.00

II
0.99
0.15
1.00
-0.97
-0.96
1.00
0.82
1.00
-1.00
-1.00
1.00
1.00
1.00
-1.00
-1.00

IV
-0.92
0.11
-0.97
1.00
0.85
-1.00
-0.79
-1.00
1.00
0.99
-1.00
-1.00
-1.00
1.00
1.00

V
-0.99
-0.43
-0.96
0.85
1.00
-1.00
-0.85
-1.00
0.99
1.00
-1.00
-1.00
-1.00
1.00
1.00

( 3. АНАЛИЗ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ МАТРИЦЫ                                                 МЕТОДОМ КОРРЕЛЯЦИОННЫХ ПРОФИЛЕЙ


Этот метод известен как метод корреляционных про​фи​лей (МКП) Фишера или метод пробных графиков (МПГ).


Прежде чем рассматривать метод, введем некоторые кри​терии, позволяющие достаточно объективно судить о сходстве или различии корреляционных векторов r1, r2, ..., rn, дающих в совокупности матрицу ко​эф​фи​ци​ен​тов кор​ре​ля​ции ( размерностью n(n. Запишем любую па​ру срав​ни​ва​емых векторов в развернутом виде:


rk = {rkh , h = 1, ..., k, ..., L, ..., N};

rL = {rLh , h = 1, ..., k, ..., L, ..., N}. 

Очевидно, что они идентичны лишь в том случае, если соответствующие парные корреляционные ко​эф​фи​ци​ен​ты совпадают и по величине и по знаку. На практике ре​шение о равенстве rkh и rLh приходится принимать, опираясь на их выборочные значения, которые яв​ля​ют​ся, как уже неоднократно отмечалось, лишь при​бли​жен​ными оценками истинных коэффициентов кор​ре​ля​ции.


Поэтому вывод относительно векторов rk и rL фор​му​лируются в форме статистических гипотез:


Н0 : rkh = rLh ;
        Н1 : rkh  rLh ; h  k; h L.


Если хотя бы для одного из возможных значений h ну​ле​вая гипотеза Н0 будет отвергнута для уровня за​ви​си​мос​ти L, то принимается решение о существенном раз​личии век​торов rk и rL . А так как распределение вы​бо​рочных коэф​фициентов корреляции в условиях r0  об​ладает зна​чи​тельной асимметрией, то для проверки ги​потезы Н0 ис​поль​зуют не сами коэффициенты кор​ре​ля​ции, а их пре​об​ра​зованные с помощью критерия Фи​ше​ра значения 



, k L. 

В условиях нулевой гипотезы статистика 

 распределена асимптотически нормально с нулевым сред​ним и дисперсией, равной единице. Величина s в по​следнем выражении является выборочной оценкой стан​дартного отклонения z. Oна зависит только от объ​ек​та выборки М. Так как Мk = МL  k и L, то sk = sL = s.


Запишем критерий для проверки гипотезы Н0:



,

где Р - вероятность выполнения неравенства в скобках; - уровень значимости; с - константа, которая с учетом асимптотически нормального распределения ста​тис​ти​ки может быть найдена по соответствующим таблицам. На​пример, для  = 0.05 с = 1.46. Таким образом, ги​по​те​за о равенстве rk и rL не противоречит выборочным дан​ным, если при

 = 0.05  |zkh   - zLh| < 1,96 . s . (2)1/2  ~ 2,77,
где S можно определить с использованием:


а) обычных коэффициентов корреляции и ко​эф​фи​ци​ентов, основанных на нормальных метках, 

S = 1/(М - 3)1/2 ;

б) коэффициента корреляции Стирлинга 

S=1.03/(М - 3)1/2;

в) коэффициента корреляции Кенндалла 

S=0.66/(М - 3)1/2.


Рассматриваемый здесь метод относится к самым про​с​тым методам поиска ассоциаций, легко ре​а​ли​зу​ет​ся на ЭВМ любого класса, работает в режиме ре​аль​но​го вре​ме​ни. А если составить таблицу соответствия zkh ко​​эф​фи​ци​ен​там rk , то тогда его  несложно применить и для "ручной" об​работки матриц (, даже значительного раз​мера.


Анализ полученной матрицы Z можно выполнять дву​мя способами. Первый относится к ана​ли​ти​чес​ким и  ос​​но​ван на анализе максимальных рас​хож​де​ний меж​ду век​торами zk и zL. По этому способу вы​чис​ляют |zkh ‑ zLh |, где k  L, и отбирают для анализа лишь максимальные. Так как матрица Z симметрична, то до​статочно это вы​пол​нить лишь для одной ее половины. Тогда вторую по​ло​ви​​ну матрицы можно использовать для результатов про​​верки гипотез Н0 и Н1, после сопоставления вы​чис​лен​ных max| zkh - zLh | с предельно допустимой в ус​ло​ви​ях ненулевой гипотезы величины отклонения 


Второй способ оказывается более удобным для "ручной" обработки полученных матриц (даже больших раз​мерностей) - это графический вариант МКП и в оте​чес​т​вен​ной литературе он получил название "метод проб​ных гра​фиков". Для каждого из классифицируемых эле​ментов стро​ится график в координатах ось абсцисс - но​​мер эле​мен​та, ось ординат - значение zkh. Таким об​ра​​зом, каждому эле​менту zk матрицы Z на графике со​от​​ветствует со​во​куп​ность точек N - 1 (не вычисляются ди​​агональные элементы znn). Если точки соединить ло​ма​ной, то получим кор​ре​ля​ци​онный профиль элемента zk. Даже беглое визуальное со​по​ставление этих профилей по​зволяет быстро скомпоновать груп​пы согласующихся про​филей. А дальнейшее уточнение групп элементов мо​жет быть выполнено любым из рас​смотренных ана​ли​ти​чес​ких способов.



Основным недостатком МКП является ошибочное объ​единение в одну группу элементов zk с невысокими rij, раз​ли​чие между которыми ниже заданного ста​ти​сти​чес​кого критерия. Поэтому окончательные результаты клас​си​фи​ка​ции должны быть откорректированы с при​вле​чением дру​гих аналитических методов.


Для выполнения данной работы следует вос​поль​зо​вать​ся процедурами из гл. 7, ( 1, вычисляя критерий Фи​​​шера в ос​новной программе; М следует положить рав​ным ко​ли​чес​тву испытаний (для данного случая -  20).


Далее выполнен анализ корреляционной матрицы, по​лу​ченной по экспериментальным данным, взятым из табл. 7.9, а результаты анализа МКП (табл. 8.4) срав​ни​ва​​ются с вы​водами ( 1 и 2 настоящей главы.

Таблица 8.4

№
I
II
III
IV
V

I
***
 0.352
 0.668
-0.301
-0.491

II
 0.352
***
-0.055
 0.585
-0.485

III
 0.668
-0.055
***
-0.925
-0.940

IV
-0.301
 0.585
-0.925
***
 0.377

V
-0.491
-0.485
-0.940
 0.377
***


Анализируя последнюю матрицу, получаем, что мо​ж​но выделить элементы групп I - III, IV - V, а эле​мент II, как и предполагалось в ( 1 и 2, образует от​дель​​ную группу.

( 4. МЕТОД ГЛАВНЫХ КОМПОНЕНТ (МНОГОФАКТОРНЫЙ АНАЛИЗ)

Одно из центральных мест в теории факторного ана​ли​за занимает метод главных компонент (МГК). Его ос​нов​ная идея может быть записана системой

 

1,..., M; N < M, 

где fj - простой j-й фактор (fj независимы друг от друга и по​грешностей измерения); N - заданное чис​ло прос​тых (на​чаль​​ных) факторов; еi - остаточный член с дис​пер​сией d (еi), действующей только на Хi; wij - ко​эф​фи​ци​енты, на​зы​ва​​емые нагрузкой i-й случайной ве​ли​чи​ны на j-й фактор. В мат​​ричной записи эту систему можно пред​ставить 



. 


Максимально возможное количество факторов m при за​данной величине N определяется неравенством (N +m) > > (N - m), которое, безусловно, должно вы​пол​нять​ся, что​бы задача не выродилась в тривиальную.


Основная теорема (в вольном изложении) фак​тор​но​го анализа сводится к следующему. Допустим, что исходные величины Х1 и Х2 имеют один фактор fi , тогда r12 = wij . w2j. В общем случае, когда N величин имеют m факторов, коэффициент корреляции может быть представлен как

 

, 

т.е. коэффициент корреляции любых двух независимых ве​ли​чин выражается суммой произведений ко​эф​фи​ци​ен​тов (на​грузок) некоррелированных факторов.

Построив матрицу W размерностью N(m, эле​мен​та​ми ко​торой служат wij , получим основную теорему ана​ли​​за в сле​дующем виде:
( = W.W', где W' - матрица, транс​по​ни​рованная к W. Таким образом, задача сво​дит​​ся к ли​ней​но​му преобразованию N-мерного про​стран​ства в m-мер​ное. Эта задача не решается од​но​знач​но, так как пред​ста​вить корреляционную матрицу фак​торами можно бес​ко​неч​ным числом способов, на​при​мер вращением на разный угол. Но к новым слу​чай​ным величинам модели



1,..., M
можно перейти, ориентируясь на поведение дисперсий. При этом ищут некоррелированные комбинации вида 

. Дисперсии Yj располагают в убы​ва​ю​щем по​рядке, т.е. (2(Y1) > (2(Y2) > ... > (2(Ym). 
Корреляционная матрица оказывается рас​щеп​лен​ной на М ортогональных компонент. Если при этом m= = N, то мат​рица ( в факторном анализе будет эк​ви​ва​лен​тна ме​то​ду главных компонент.
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