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( 6. Интегрирование                                                                                          с автоматическим выбором количества узлов


В ряде задач, например при численном решении эво​люционных интегродиф​фе​рен​циальных уравнений вы​со​ко​​го порядка, когда вычисление определенного ин​​тегра​ла дол​жно выполняться на сетке с из​ме​ня​ю​щи​м​ся от шага к ша​гу количеством узлов квадратурной фор​му​лы (пе​ре​мен​ные находятся “внутри” функ​ци​о​ни​ру​ю​ще​го ал​го​рит​ма, при​​меняется один или несколько пре​де​лов ин​те​гри​ро​ва​ния), а по​рядок аппроксимации дол​жен при этом со​от​вет​ст​во​вать порядку разностной схе​мы для диф​фе​рен​ци​аль​ной час​ти уравнения, возникает весь​ма нетривиальная про​бле​​ма автоматического вы​бо​ра количества узлов квад​ра​тур​ной формулы, име​ю​щей достаточно высокую точ​ность [Бе​лашов, 1989, 1991a, б, 1997]. Рассмотрим в ка​чес​тве при​мера, каким об​разом могут в этом случае ис​поль​зо​вать​ся такие известные квадратурные формулы, как Сим​п​со​на и Ньютона-Ко​те​са с количеством узлов m>3.

Пусть, например, уравнение имеет вид

                              

                     (3.9)

где 

 - некоторый дифференциальный оператор;  f  - ин​тегральный член, и пусть порядок аппроксимации диф​фе​ренциальной части уравнения (для простоты бу​дем счи​тать его двумерным по пространственным ко​ор​ди​натам) 

. В этом случае для ап​прок​си​ма​ции его ин​те​​граль​ной части f достаточно выбрать квад​ратурную фор​​​му​лу Симпсона



             (3.10)

(

- аппроксимация соответствующей под​ын​те​граль​ной функ​ции, N - нечетное), которая согласно оценкам, по​​лу​чен​ным Белашовым [1989, 1991б], аппроксимирует интег​рал на решениях уравнения (3.9) с точностью 

 для ша​гов сетки hx,hy ( 0.075 (зависит от по​сто​янных ко​эф​​фи​ци​ентов уравнения). Меньшие тре​бо​ва​ния к размеру ша​​га и расположению узлов про​​​​стран​ст​вен​ной сетки име​ют ап​прок​​си​мации интеграла квад​ра​​тур​ными фор​му​ла​ми Нью​​то​на-Котеса с ко​ли​чес​т​вом уз​лов m >3:

      

 (3.11)

где 

- коэффициенты квадратурной формулы. При этом следует помнить, что m должно выбираться та​ким, что​бы выражение (N - 1) / (m - 1) было целым. Ап​про​​к​си​​ма​ция (3.11) позволяет вычислять интеграл f  с точ​​​нос​тью 

 уже для  hx,hy ( 0.1 [Белашов, 1989].


Ограничение на шаг по времени, которое дают фор​му​лы (3.7), (3.10), при учете двумер​ности задачи весьма су​щественно. Кроме того, на каж​дом временном слое тре​буется запоминать значения функции на двух пре​​ды​​дущих слоях. Поэтому такие срав​нительно простые схе​мы, как (3.2) и (3.8), вряд ли целесообразно ис​поль​зо​вать для получения решения в асимптотике 

. Од​​нако они мо​гут оказаться полезными для мо​де​ли​ро​ва​​​ния динамики ста​новления решения на начальной ста​дии эволюции.


Ниже приводится подпрограмма fnk, ис​поль​зу​ю​щая функ​​цию ku, которая осуществляет ав​то​ма​ти​чес​кий вы​бор квадратурной формулы из семейства фор​мул Нью​то​на-Котеса в зависимости от количества уз​лов сетки, и вы​​чис​ляющая соответствующий интеграл.

Формальные параметры процедур. Входные: p - од​но​мерный (real) массив значений подынтегральной функ​ции раз​мер​нос​тью N; h (тип real) - шаг сетки. Вы​ход​ные: функ​​ция fnk возвращает вычисленное зна​че​ние инт​еграла.
 FUNCTION FNK ( P : ARRAY OF REAL; 




K, N : INTEGER; H: REAL) : REAL;

 VAR C,C8 : ARRAY [1..8] OF REAL; 




C2 : ARRAY [1..2] OF REAL; 




C3 : ARRAY [1..3] OF REAL;   




C4 : ARRAY [1..4 OF REAL;




C5 : ARRAY [1..5] OF REAL;




C6 : ARRAY [1..6] OF REAL;




C7 : ARRAY [1..7] OF REAL;




NA, I, J, NJ, N1, D, NZ, JJJ, III : INTEGER; 




F : REAL;

FUNCTION KU ( VAR N : INTEGER) : INTEGER;

   VAR N1, J, I, ND : INTEGER;


BEGIN



N1:=N-1;

        FOR I := 1 TO 7 DO



BEGIN




J := 8 - I;




ND := MOD (N1, J);




IF ND := 0 THEN 




BEGIN 





KU := J + 1;





EXIT;




END;



END;

         KU := J + 1;


END;

BEGIN 
C2 [1] := 0.5;


C2 [2] := 0.5; 


C3 [1] :=0.1666667; 


C3 [2] :=0.6666667; 


C3 [3] :=0.1666667;


C4 [1] := 0.125;


C4 [2] := 0.375;


C4 [3] := 0.375; 


C4 [4] := 0.125;


C5 [1] := 0.0777778;


C5 [2] := 0.3555556;


C5 [3] := 0.1333333;


C5 [4] := 0.3555556;


C5 [5] := 0.0777778;


C6 [1] := 0.0659722;


C6 [2] := 0.2604167;


C6 [3] := 0.1736111;


C6 [4] := 0.1736111;


C6 [5] := 0.2604167;


C6 [6] := 0.0659722;


C7 [1] := 0.0488095;


C7 [2] := 0.2571429;


C7 [3] := 0.0321429;


C7 [4] := 0.3238095;


C7 [5] := 0.0321429;


C7 [6] := 0.2571429;


C7 [7] := 0.0488095;



C8 [1] := 0.0434606;


C8 [2] := 0.2070023;


C8 [3] := 0.0765625; 


C8 [4] := 0.1729745;


C8 [5] := 0.1729745;


C8 [6] := 0.0765625;


C8 [7] := 0.2070023;


C8 [8] := 0.0434606;


NA := N - K + 1;


IF (N - K) <= 0 THEN


BEGIN



F := 0.0;



FNK := F;



EXIT;


END;


NJ := KU (NA);


CASE NJ OF



1 : BEGIN





F := 0.0;
FNK := F;





EXIT;




END;



2 : FOR I := 1 TO NJ





C [I] := C2 [I];



3 : FOR I := 1 TO NJ





C [I] := C3 [I];



4 : FOR I := 1 TO NJ





C [I] := C4 [I];



5 : FOR I := 1 TO NJ





C [I] := C5 [I];



6 : FOR I := 1 TO NJ





C [I] := C6 [I];



7 : FOR I := 1 TO NJ





C [I] := C7 [I];



8 : FOR I := 1 TO NJ





C [I] := C8 [I];


END;  { **** CASE **** }


N1 := NJ - 1;


D   := N1*H;


NZ := NA DIV N1;


IF (NJ - 2) < = 0 THEN NZ := NZ - 1;


F   := 0.0;


FOR J := 1 TO NZ DO


BEGIN



JJJ := N1*(J - 1) + K - 1;



FOR  I := 1 TO NJ DO



BEGIN




III := I + JJJ;




F := F + C[I]*D*P[III];



END;


END;



FNK := F;

END.



Подпрограмма fnk тестировалась на ЭВМ Pen​ti​um-166 для массивов от 21 до 5001 чле​нов. Ре​зультаты по​ка​за​ли, что подпрограмма обес​пе​чи​ва​ет за​данную точность вы​числений при разумных зна​че​​ни​ях шага сетки h, кроме то​го, она эффективно ис​поль​​зо​ва​лась в системе мо​де​ли​ро​ва​ния динамики не​ли​ней​ных волн в плазме, описываемых урав​нениями типа урав​​не​ния Кадомцева - Петвиашвили, пред​ставленной в се​рии ра​бот В.Ю.Белашова [Белашов, 1989, 1991a, б, 1997].

( 7. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛА ПО РОМБЕРГУ


При решении проблемы построения оп​ти​маль​ной квад​ратуры часто используют различные ме​то​ды уточ​нения приближений к интегралу, по​лу​ченные при по​мощи про​стей​ших ква​дра​тур​ных фор​мул. Одна из на​иболее рас​про​стра​​нен​ных фор​мул, реализующих та​кой подход, - это фор​​мула Ром​​берга. 


Алгоритм Ром​бер​га детально опи​сан в работе [Rom​berg, 1955] и яв​ляется весь​ма рас​про​стра​нен​ным в за​пад​ных стра​нах (в част​ности, он один из на​иболее ре​ко​​мен​ду​е​мых в библиотеках стан​дар​тных программ фир​​мы IBM). Суть алгоритма сос​то​ит в сле​ду​ю​щем. Пусть с помощью не​которой ква​дратурной фор​мулы бы​​ли вычислены при​бли​​жен​ные зна​че​ния интеграла 

 при Mk = M0 2k отрезках раз​​биения ин​тервала ин​​те​гри​ро​ва​ния [a, b], но при этом требуемая точ​ность не бы​ла достигнута. Тог​да в со​​​от​ветс​твии с пра​ви​лом Ром​берга по полученной сo​во​куп​​​нос​ти зна​че​ний 

 можно при​ме​нить при каж​дом k из интервала[0, p] для вычисления по​сле​​до​ва​тель​нос​ти при​бли​жений

 


ре​​куррентную формулу



, (3.12)


При этом порядок погрешности будет определяться выражением 2*k + 2.




76
75

_1941386927.unknown

_1941386929.unknown

_1941386930.unknown

_1941386928.unknown

_1941386922.unknown

_1941386924.unknown

_1941386925.unknown

_1941386923.unknown

_1941386919.unknown

_1941386920.unknown

_909255530.unknown

_909255531.unknown

_909255529.unknown

_909255528.unknown

