{ *** если p и q не являются множителями ко�эффициентов соответственно a[0] и a[n], переходим на конец цикла для продвижения в соответствующем списке цикла ***}

		if (a0 div p * p) = a0 then

		begin 

			for q:=1 to an do

			begin 

				if (an div q * q) = an then

				begin

 {*вычисление полинома для проверки, является ли  p/q 	корнем, при этом определение значения r дает экономию одного вычисления переменной с индексом ***}

					f := a[0]; 

					g := a[0]; 

					t := p;

		 			for i:=1 to n do 

					begin 

						r := a[i]*t;

						f:=f*q+r; 

						g:=-g*q+r; 

						t:=t*p 

					end;

					if f=0 then 

						write (f,p:10:5,' ',k:5,q:10:5);

					if g=0 then 

						write (f,p:10:5,' ',k:5,q:10:5);

				end;	

			end; {**q**} 

		end; 

	end; {**p**}

end.

	Процедура, в которой пре�д�став�лен ис�прав�лен�ный, ординарно пе�ре�ра�бо�тан�ный и мо�ди�фи�ци�ро�ван�ный ал�го��ритм [Perry, 1962], пе���ре�ве�де�на ав�то�ра�ми с язы�ка AL�GOL [Агеев и др., 1976] на язы�к PAS�CAL с со�хра�нением ори��ги��наль�ного син��так�си�са про�цедуры и проверена на ма��ши�не IBM PC/AT-286 для тех же полиномов, что и в ука���зан��ной выше ра�боте :

� EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���.	При этом были получены результаты, полнос�тью сов�падающие с результатами Агеева и др. [1976]:

	для � EMBED Equation.2  ���:	 x1 = - 1/3, x2 = 3/4, x3 = - 3/9;				

	для � EMBED Equation.2  ���: x1 = 1/2, x2  = - 1/3, x3 = 3/4, x4  = 3/6 .

	Из результатов тестирования процедуры вид�но, что во втором случае x4  = x1,  и, кроме того, вы���да�ется из�бы�точ�ное значение корня  p/q, в котором  p и q со�держат об�щий мно�жи�тель (это было также от�ме��че�но в работе [Hal�ste�ad, 1962] для ал��го�рит�ма Перри [Perry, 1962] ).



�( 2. РЕШЕНИЕ  НЕЛИНЕЙНЫХ                                                                       АЛГЕБРАИЧЕСКИХ  УРАВНЕНИЙ  С ОДНОЙ  ПЕРЕМЕННОЙ

�	Нелинейное алгебраическое уравнение с од�ной пе���ременной в общем случае может быть за�пи�са�но в виде

F(x) = 0,						 (1.15)

где функция F(x) определена и непрерывна на ко��неч�ном или бесконечном интервале a < x < b. 

	Вся�кое зна�чение x О [a, b], обращающее функ�цию F(x) в нуль, т.е. когда F(x) = 0, называется кор��нем урав��не��ния (1.15) или нулем функции F(x). Чис���ло x на��зывается кор��нем k-й кратности, ес�ли при x = x вмес��те с функцией F(x) равны нулю и ее про��из�вод��ные до порядка (k - 1) вклю�чительно:

 F(x) = F'(x) = ... = F(л - 1)(x) = 0.

	Однократный корень называется простым. Два урав�нения называются равносильными (эк�ви�ва���ле�н�т��ны�ми), если множества их решений сов�па�да��ют. Не�ли�нейные уравнения с одной пе�ре�мен�ной под�раз��де�ля�ются на алгебраические, когда функ��ция F(x) в фор�муле (1.15) яв�ляется алгебраической, и транс���цен�ден�тные в про�тив�ном случае. Боль�шин��ст�во ал��геб�ра�и�чес�ких и тран�с�цен�ден�тных не�ли�ней�ных уравнений вида (1.15) ана�ли�ти��чес�ки (т.е. точ�но) не решается, поэтому на прак��тике для на��хож�де�ния корней часто ис�поль�зу�ют��ся численные ме�то��ды. Рассмотрим не�ко�то�рые из них [Березин, Жидков, 1962; Бахвалов, 1973а, 1973б и др.].

	Задача численного нахождения дейст�ви�тель�ных и ко�м�плексных корней уравнения [1.15] обы�ч��но сос��то�ит из двух этапов: отделения кор�ней, т.е. на�хож�де�ния до�ста�точно малых ок�рест�ностей рас��смат��ри�ва�е�мой об�лас�ти, в которых со�держится од��но значение кор�ня, и уточ�не�ния кор��ней, т.е. их вы�числения с за�дан�ной сте�пенью точ�ности в не��ко�то�рой ок�рест�нос�ти. В свя��зи с этим рас�смот��рим вна�чале задачу от�де�ле��ния кор�ней, а затем ряд ите�рационных ме�то�дов их уточнения.



2.1. ЗАДАЧА ОТДЕЛЕНИЯ КОРНЕЙ.        УТОЧНЕНИЕ КОРНЕЙ	 МЕТОДОМ ПОЛОВИННОГО ДЕЛЕНИЯ                                    (МЕТОД ДИХОТОМИИ)

	В общем случае редко удается точно найти все кор���ни в алгебраических уравнениях, а если к то�му же ко�эф�фи�циенты в уравнении даны с по�греш�нос�тью, то во�прос о точном определении корней во����об�ще теряет вся�кий смысл. Однако если пред�по���ло��жить, что задано урав�нение типа (1.15), то тог��да без огра�ничения об�щ�нос�ти можно ут�вер�ж�дать, что F(х) име�ет корни, для ко�то�рых су�щес�т�ву��ет ок�рест�ность � EMBED Equation.2  ���, содержащая толь�ко один прос��той ко�рень. Та�кой корень иногда на�зы�ва�ют изо����ли�ро�ван�ны�м. В ре�зуль�тате общая задача на�хо�ж�де�ния кор�ней или ну�лей функции бу��дет состоять из сле�ду�ю���щих этапов:

отделения корней, т.е. устано�вле��ния ин�тер�ва�ла � EMBED Equation.2  ���, где содержится один и толь�ко один ко��рень урав��нения;

задачи уточнения одним из известных ме��то�дов най�ден�ного корня x с за�дан���ной погрешностью e.

	Предположим теперь, что найден  от�ре�зок [а, b] та���кой, что F(а)F(b) < 0. Тогда, согласно те��о�ре�ме Боль�ца�но-Коши [Бахвалов, 1973б], внут�ри от�рез�ка [а, b] су�щес�т�ву�ет точка x, в которой F(x) = 0. Да��лее не�об�хо�димо убе�дить�ся, что най�ден��ная точка x единс�т�вен�ная на от�рез�ке [а, b]. Од��ним из методов яв�ляется де�ле�ние отрезка на не�сколь���ко частей, на�при��мер на че�ты�ре, и проверка на кон��цах каждого из от�рез�ков зна�ка функции.

	Нули функции на практике вычисляют при�бли���жен���но несколькими способами. Одним из са�мых рас���про�стра�ненных и не очень точных яв�ля�ет�ся гра�фи���ческий ме�тод, заключающийся в том, что F(х) пред���ставляют как F(х) = =j(х) + y(х), где j(х) и y(х) бо�лее простые по срав�нению с F(х) функ���ции. Да�лее стро�ят два гра�фи�ка y = j(х); y = y(х) и оп�ре�деляют точки их пе�ре�се�че�ния. Этим ме��тодом вы�год�но решать уравнения вида хn + ах + b = 0 или ах + b + sin(сх)= = 0 и т.п. Но следует пом�нить, что этот метод дает лишь грубое при�бли�жение ре�ше��ния.

	Другим, не менее распространенным яв��ляется ме�тод про�изводных. Он за�клю�ча��ет�ся в том, что ищут и при�рав�ни�ва��ют к нулю про��изводную функ�ции F'(х). Затем на от�рез�ках � EMBED Equation.2  ��� рас�смат�ри�вают знак функ���ции F'(х), где хi - корни урав�не�ния F'(х) = 0. Таким об���ра���зом, всю чис�ло�вую ось раз�бивают на два ин�тервала и бо��лее. Этот ме�тод еще называют ме�то��дом экст�ремумов функ�ции.

	Если исследуемая функция представлена по�ли�но��мом n-й степени, то используют метод удаления кор���ней: опре�де�ля�ют один корень, и по теореме Ви�ет���та функ�цию F(х) пред�ставляют как F(х) =  g(х)(х - х1), где x1 - пер�вый най�ден�ный корень, а  g(х) - полином сте�пени (n - 1). Для про�вер�ки кратности корня x1 сле��ду��ет подставить в g(х), и если g(x1) = 0, то го�во�рят, что x1 является крат�ным корнем, а F(х) за�пи��сы�ва�ет��ся F(х) = g(х)(х - x1)2, где g(х) - те�перь по�ли�ном сте��пени (n - 2). Следуя этому про�цес��су, мож�но уда�лить все корни, т.е. пред�ста�вить

 � EMBED Equation.2  ���.

	Чтобы погрешность с каждым шагом не уве�ли�чи��ва�лась, а очередной корень определялся с вы�со�кой сте�пенью точности, следует уточнение корня де��лать по F(х), а не по g(х). Это особенно важ�но, когда удалено мно�го (больше по�ло�ви�ны) корней.

	Hа практике пред�по�ла��га�емые корни уточняют раз��лич�ными спе�ци�аль�ны��ми вычислительными ме�то��дами. Од�ним из них можно назвать ме�тод ди�хо�то��мии (би��сек�ции, по�ло�вин�ного деления), от�но�ся�щий�ся к ите��ра�ци�он�ным. Он сос�то�ит в по�стро�е�нии по���сле��до�ва�тель�ности вло�жен�ных от�рез�ков, на кон��цах ко�то�рых F(х) имеет разные зна�ки. Каж�дый по���сле��ду�ю�щий от�ре�зок получают де�ле�ни��ем по�по�лам пре�ды�ду��ще�го. Этот процесс по�стро�е�ния по���сле��до��ва�тель�нос�ти вло�жен�ных отрезков по�зво�ляет най���ти нуль функ�ции (F(х) = 0) с лю�бой за�дан�ной точ���ностью.

	Опишем подробно один шаг итерации. Пусть на k-м ша�ге найден отрезок [аk , bk], на концах ко��то�рого F(х) меняет знак. Заметим, что обязательно [аk, bk] О [а, b]. Разделим те�перь отрезок [аk, bk] пополам и вы�де��лим F(x), где x - се�ре�ди��на [аk , bk]. Здесь воз�мож��ны два слу�чая: первый, ког�да F(x) = 0, тогда мы го�ворим, что ко�рень найден; вто�рой, ког�да F(x) ( 0, тог�да срав��ниваем знак F(x) с F(аk) и F(bk) и из двух по��ло��вин [аk, x] и [x, bk] вы�бираем ту, на концах ко�то�рой функ�ция меняет свой знак. Та�ким образом, аk = а , bk = x, если F(x)F(аk) < 0 , и аk = x , bk = b, ес�ли F(x)F(bk) < 0.

	При заданной точности e деление пополам про������дол�жа�ют до тех пор, пока длина отрезка не ста�����нет меньше 2e, тогда координата середины по��след����него най���денного от�резка и есть значение кор��ня тре�бу�е�мой точ�ности.

	Метод дихотомии — простой и надежный ме�тод по���ис�ка простого корня� уравнения F(х) = 0. Он схо�дит�ся для лю�бых непрерывных функ��ций F(х), в том чис�ле и не��диф�фе�рен�ци�ру�е�мых. Недостатки метода:

проблема определения отрезка, на ко�то�ром функ��ция ме�няет свой знак (как правило, это отдельная вы�чис�ли�тель�ная задача, на�и�бо�лее слож�ная и трудоемкая час�ть ре�ше�ния);

если корней на выделенном отрезке не�сколь�ко, то нельзя заранее сказать, к какому из них сой���дет�ся про�цесс;

не применим к корням четной крат�нос�ти;

для корней нечетной, но высокой кратности ме���тод неустойчив, дает большие ошибки;

медленно сходится. Для достижения e не��об��хо�димо выполнить N итераций�, т.е. для по�лу�че��ния 3 верных цифр (e = 0.0005) на�до вы�полнить около 10 ите��раций, ес�ли отрезок имеет единичную длину.

	Программа, по которой можно вычислить кор�ни ме�����тодом дихотомии, построена по сле�ду�ю�ще��му ал�го�рит�му:

Определить входные параметры А, В, ЕРS.

Присвоить: А1 Ь А; В1 Ь В; К Ь 0. 

Присвоить: Х1 Ь А1; Х2 Ь В1; К Ь К + 1; Х3 Ь (В1+А1)/2.

Если F(Х1) ( F(Х3) < 0, то перейти на шаг 5 ина�че на шаг  7.

Присвоить: В1 Ь Х3.

Если | А1 - В1| < ЕРS, то перейти на шаг 10 ина��че на шаг 3.

Если F(Х2) ( F(Х3) < 0, то перейти на шаг  8 ина���че на шаг 11.

Присвоить: А1 Ь Х3.

Перейти на шаг 6.

Печать: Х3 - корень уравнения; К - ко�ли�чес�тво ите���раций.

| А1 - В1| / 2 - погрешность решения.

Конец программы.

	Это наиболее простое решение задачи, но не са��мое эф�фективное. Эффективность можно по�вы�сить, если: 

заменить произведения F(х1)(F(х3) и F(х2)(F(х3)  на ис��поль�зование встро�ен�ной функции sign(х, у). В тех вер�си�ях язы�ка, где нет этой встро��ен�ной функции, мож�но заранее на��пи���сать со���от�вет�ст�ву�ю�щую про�це�ду�ру;

определить процедуру-функцию, вы�чис�ля�ю�щую F(х) толь��ко один раз;

заменить в операторе цикла медленный оператор (А+В)/2 на более быстрый (А+В)*0.5. Заметим, что имен��но для этой про��грам�мы дан�ное усо�вер�шен�ство�ва���ние бу�дет не�за�мет�но, хотя в случае боль�ших про��грамм учет скорости вы�пол���нения опе�ра�ций в ма�шине да�ет ощу���ти�мый ре�з��уль�тат.

	Формальные параметры процедуры. Входные: a, b (тип real) - определяют длину от�рез��ка; eps (тип re��al) - оп�ределяет заданную точ�ность вы�числений; it (тип in�te�ger) - определяет на�и�боль��шее раз�ре�шен�ное количество ите�раций (для из�бе�жа�ния за�цик�ли�ва���ния про�цесса в слу�чае не�пра�виль�ного опре�де�ле�ния от�рез�ка). Выходные: х (тип real) - в нем со�дер�жит��ся ис�комый ко�рень срав�не�ния; k (тип integer) - в не�го за�носится количество вы�пол�нен�ных ите��ра�ций.

	Учитывая все замечания, окон�ча�тель����ный ва�риант про�це��дуры bisect может быть сле���ду�ющим:

procedure bisect (a,b,eps :real; it:integer;

			var x : real; var k:integer);

var a1, b1: real; x1, x2, x3 : integer;

begin  	

	k := 0; 

	x1 := sign (func(a)); 

	x2 := sign (func(b)); 

	a1 := a;	

	b1 := b;

	repeat

 		inc (k); 

		x := (a1+b1)*0.5; 

		x3 := sign (func (x));

		if x3=0 then exit;	

		if abs(b1-a1)<(2*eps) then exit;

		if (x1=x2) and (x2=x3) then exit;

		if x1=x3 then 

			begin 

				a1 := x; 

				x1 := x3; 

			end

		else 

			begin b1 := x; 

				x2 := x3; 

			end;

	until k>it;

end.

	Перед началом работы программы опре���деляют func(x) - процедуру-функцию, по которой вы�чис�ля����ют зна���че�ния F(х). Тип функции должен быть ве��щес���твен�ным. Ес�ли в библиотеке стан�дарт�но�го ма�те���матического �обес��пе�че���ния отсутствует про�це�ду�ра-функ�ция sign, то ее сле�дует на��пи�сать самостоятельно.

	Предложенная процедура проверялась на при������м�е�ре ре�ше�ния уравнения x2 - 5 sin x = 0.

	Графическим методом	находился от�ре�зок, на ко������то�ром рас��полагался один из корней дан�ного урав��������нения [1.57; 3.14]; (второй ко�рень три���ви�аль�ный, х = 0 на�хо�дит�ся лег�ко). Для того, что�бы най���ти корень на отрезке [1.57; 3.14] с ука��зан�ной точ�нос�тью, полагали ерs  = 0.0005.

	Результаты проверки работы предлагаемой про���������цедуры при�водятся в табл. 1.5.

�Таблица 1.5

Отрезок�Номер��Левый конец�Правый конец�Центральная точка�итерации��А�sign (А)�В�sign (В)�x�sign (x)�k��1.0�— 1�4.0�+1�2.5000��0��1.000000�— 1�2.500000�+1�1.750000�+1�1��1.750000�— 1�2.500000�+1�2.125000�+1�2��1.750000�— 1�2.125000�+1�1.937500�— 1�3��1.937500�— 1�2.125000�+1�2.031250�— 1�4��2.031250�— 1�2.125000�+1�2.078125�— 1�5��2.078125�— 1�2.125000�+1�2.101563�— 1�6��2.101563�— 1�2.125000�+1�2.089844�+1�7��2.101563�— 1�2.089844�+1�2.083984�+1�8��2.101563�— 1�2.083984�+1�2.086914�— 1�9��2.086914�— 1�2.083984�+1�2.085449�+1�10��

Окончаниие таблицы 1.5

Отрезок�Номер��Левый конец�Правый конец�Центральная точка�итерации��А�sign (А)�В�sign (В)�x�sign (x)�k��2.086914�— 1�2.085449�+1�2.086182�— 1�11��2.086182�— 1�2.085449�+1�2.085815�+1�12��2.085815�— 1�2.086182�+1�2.085999�— 1�13��2.085815�— 1�2.085999�+1�2.085907�+1�14��2.085815�— 1�2.085907�+1�2.085953�— 1�15��2.085907�— 1�2.085953�+1�2.085930�+1�16��2.085930�— 1�2.085953�+1�2.085941�— 1�17��РЕШЕНИЕ:	Х = 2.085936;    F(x) = 0.0000066938;	К = 18��

�2.2. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ                УРАВНЕНИЯ F(x) =  0 

МЕТОДОМ ХОРД (секущих)

� EMBED Word.Picture.6  ���

	После того, как отрезок [а, b], на котором F(х) ме����няет свой знак, определен (см. п. 2.1), можно уто�ч����нять ко�рень раз�ными методами. Метод ди�хо�то�мии тре���бует большого ко�личества итераций и не всег�да схо�дит���ся к ис�ко�мо��му кор�ню [Бахвалов, 1973а] �.

	Если отрезок [а, b] де�лят не по�по��лам, а в отношении F(а):F(b), то по�лу��ча��ют точку x, рас�по�ло�жен�ную ближе к пред��по�ла�га��емому кор��ню урав����нения по сравнению с точ�кой, най��ден�ной ме��то�дом ди���хо�томии. Новое при�бли�жен�ное зна��чение кор��ня при�ни��ма�ется:

� EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���  .     (1.16)

	При n № 0 полагаем х0 = а. Геометрически этот спо����соб эквивалентен замене кривой F(х) хордой А0В, про�хо��дящей через A0 (b, F(b)) и В(а, F(а)) (см. рис. 1.1). Из ана�литической геометрии найдем х1 как точ�ку пере�се�че�ния хорды А0В с осью Ох: 

� EMBED Equation.2  ���, 

полагая при этом у = 0, име�ем 

� EMBED Equation.2  ���. 

	Точку х2 ищем как пе�ре�се��чение хорды А1В, где А1 (х1, F(х1)), с осью 0х (см. рис 1.1): 

� EMBED Equation.2  ���, 

полагая опять у = 0, имеем:

	� EMBED Equation.2  ���.

	Далее каждое очередное хn будем определять по фор�муле

� EMBED Equation.2  ���  .		(1.17)

	Процесс продолжаем до тех пор, пока не нач�нет вы���полняться условие |хn - хn-1 | < e. 

	Оценим погрешность этого метода [Березин, Жид����ков, 1962]. Пусть найдутся хn и хn-1 и пусть F'(х) не�пре�рыв�на и на всем отрезке [а, b] со�хра�ня���ет свой знак, при�чем вы�пол�ня�ет�ся условие: 

0 < m1 < |F'(х)| < М1 < +7. 

	Примем, что хn определен по фор�муле (1.17), где n = 1, 2, ..., а; b - неподвижная точ���ка. Учитывая, что F(x) = 0, име�ем

� EMBED Equation.2  ���

и, применив теорему Лагранжа o конечном при�ра��ще���нии функ�ции, получим:

(x - хn -1) F '(x n -1) = (хn- хn -1) F '(Xn -1) , 

где x n -1 О [xn -1, x], Xn -1 О [xn -1, x], сле��до�ва��тельно

� EMBED Equation.2  ���.   (*)

	Так как F '(х) сохраняет постоянный знак на от�резке [а, b], причем x n-1 О [xn-1, x] и Xn-1 О [xn-1, x], то чис�ли�тель дро�би можно ограничить раз�ностью между max (F'(x) ) и min( F'(x) ) на отрезке [а, b]: 

|F '(Xn-1) - F'(x n-1)| < М1 - m1 .                  (**)

Из выражений (*) и (**) находим

� EMBED Equation.2  ���,		 (1.18)

где М1 = sup ( |F '(х)| )  и m1 = inf ( |F '(х)| ) на от�рез�ке [а, b]. Ес�ли при этом отрезок [а, b] мал, то име�ет мес��то не�ра�венство М1 < m1, тогда оценка � EMBED Equation.2  ��� еще более упро����щается, т.е., как толь�ко об�на�ружили, что рас��стояние между двумя по��сле���до�ва�тельно вы�чис�лен��ны�ми корнями |хn - хn-1| � EMBED Equation.2  ��� e , где e - заданная предель�ная по���греш��ность, то мож�но га�ран�тировать, что |x - х n-1|� EMBED Equation.2  ���e.	Для вы�чис�ле�ния зна�чения корня на от�рез�ке [а, b] с за��дан�ной точ�нос�тью e можно вос�поль�зо�вать�ся про�це��ду�рой hord.

	Формальные параметры процедуры. Входныe: а, b (тип real) - отрезок, на котором ищется ко�рень; ерs (тип re��al)  - точность вычисления корня; k (тип in���teger) - раз�ре���шен����ное число итераций; FUNC - внеш�няя про�це�ду����ра-функ���ция. Выходные: k (тип in�te�ger) - количество вы�пол�нен�ных ите�раций; х (тип real) - най�ден�ное зна�че��ние кор�ня с за�дан�ной точностью ерs.

procedure hord (a,b,eps:real; it:integer; 

			 var x : real; var k:integer);

var x1,x2,x3 : real; k1 : integer;

begin 

	k := 1;	

	x1 := func(a);	

	x2 := func(b);	

	x3 := b - x2*(b-a)/(x2-x1);

	if sign(x2)=sign(func(x3)) then 

		k1:=1 

	else 

	begin 

		k1:=2; 

		x1:=x2; 

	end;

	repeat	

		inc (k); 

		x := x3;

		Case k1 of

			1: x2:= x3-Func(x3)*(x3-a)/(Func(x3)-x1);

		 	2: x2:= x3-Func(x3)*(b-x3)/(x1-Func(x3));

		end;		

		x3 := x2;

	 until (k>it) or (abs(x-x2)<eps);

end.

	Для проверки процедуры решалось уравнение 

2 соs(х + p/6) + х2 - 3х + 2 = 0.

	Первоначально корни уравнения опре�де�ля�ли с точностью 0.1 графическим методом, а за�тем най��денное значение корня уточняли ме�то�дом хорд до 0.0001.

	Перепишем уравнение в виде

 2 соs(х + p/6) = -х2 + 3х - 2 ,

и если построить два графика: у = 2 соs(х +p/6)  и у  = -х + 3х- - 2, то можно убе�дить�ся, что один ко�рень ~1.1, а второй ~2.9. Поэтому пе�р���вый ин�тер�вал выбираем [0.9; 1.3], второй - [2.7; 3.1]. Точ�ность уста�новим e = 0.0005.

	Процедура-функция может выглядеть так:

Function func (x :real) : real;

begin func := x*x - 3*x +2.0 + 2.0*Cos(x+Pi/6);

end.

	Результаты расчетов с использованием под�про��грам�мы hord приводятся в табл. 1.6. 

�Таблица 1.6

Первый корень на интервале [0.9; 1.3]�Второй корень на интервале [2.7; 3.1]��xi�xi +1�№   итерации�xi�xi+1�№   итерации��1.044879 1.032336

1.031823 

 1.031803	 

�1.032336; 1.031823;

1.031803;

1.031802; 

�k = 1

k = 2

k = 3

k = 4�2.915101	 2.953624	 2.959635	 2.960551	 2.960690	 2.960711	 �2.953624; 2.959635; 2.960551; 2.960690; 2.960711; 2.960714;�k = 1

k = 2

k = 3

k = 4

k = 5

k = 6��x = 1.031803;   F(x) = — 0.0000025773;  k = 4�x = 2.960711;   F(x) = — 0.0000135768;   k = 6��

�2.3. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ               УРАВНЕНИЯ F(х) = 0 

МЕТОДОМ КАСАТЕЛЬНЫХ (Ньютона)

	Если известно начальное приближение ре�ше�ния урав�не�ния F(х) = 0 на отрезке [а, b], то уточ�нить ко�рень мож�но, как уже говорилось, лю�бым спо�со�бом. Од�ним из са�мых эф��фек�тив��ных и точ�ных ре�ше�ний яв��ля�ет���ся ме�тод Ньютона (ме�тод ка�са�тель�ных), который сос���тоит в по�строении ите���ра�ци��он��ной по�сле�до�ва�тель�нос�ти [Бах�ва�лов, 1973б]

� EMBED Equation.2  ���,

схо��дящейся к корню уравнения F(x) = 0. Для при���ме��не�ния этого метода не�об�хо�ди�мо су�щест�во�ва�ние пер���вой и вто�рой производных и их зна�ко�по��сто�ян�ст�во на ис�сле�ду�е�мом от�ре�зке.

	Рассмотрим метод более подробно. Пусть най��де����но не�ко�торое � EMBED Equation.2  ���= x, где x О [а, b]. При уточ��не�нии корня по ме�то�ду Ньютона полагаем x = � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���- до�ста�точ�но ма��лое число. Тогда, счи�тая x кор��нем уравнения, на�хо�дим � EMBED Equation.2  ���, при�ме�нив фор�му�лу Тей�лора: 

� EMBED Equation.2  ���, 

от�куда � EMBED Equation.2  ���, и окончательно по�лу����чаем ре�кур�рентную формулу

� EMBED Equation.2  ���.		      	 (1.19)

Достаточные условия сходимости опре���де�ля�ют�ся те�о�ре�мой.

	Теорема: Пусть F(х) определена и дважды диф�����фе�рен�цируема на отрезке [а, b], причем F(а)F(b) < 0, а про��из�вод�ные F'(х) и F"(х) со�хра�ня��ют знак на от�рез�ке [а, b]. Тогда, ис�ходя из на�чаль��но����го при�бли�же��ния х0 О [а, b], удов�лет�во�ря��ю�ще�го не����равенству F'(х0)F"(х0) > 0, можно по�стро�ить по�����сле�до�ва�тель�ность 

� EMBED Equation.2  ���,  n = 0, 1, ..., 

схо�дящуюся к единственному на отрезке [а, b] ре�ше�нию x урав�нения F(x) = 0.

	Если нулевое приближение выбрано дос�та�точ��но близко к корню, то итерации сходятся очень быстро, со ско��ростью геометрической прогрессии.

	Алгоритм данного метода очень простой и яс�ный и имеет, как и метод хорд, графическую ин�тер��претацию (рис. 1.2).

Через точку А0(х, у) с координатами х = b, у = F(b) про�водим ка�са�тель��ную.

На�ходим пересечение касательной с осью 0x (точ�к�а х1).

На�ходим значение функции в точке х = х1; y = F(х1).

Про�водим касательную в точке х = х1; y = F(х1) (точка А1).

Находим точку пересечения касательной с осью 0х (точ�ку х2), и так далее до вы�пол�не�ния ус�ловия 

� EMBED Equation.2  ���.    За корень x при�ни�маем хn.

� EMBED Word.Picture.6  ���

		Для оценки погрешности n-го приближения кор���ня [Березин, Жидков, 1962] можно вос�поль�зо�вать���ся не�ра�венством: 

� EMBED Equation.2  ���, 

где М2 = sup |F"(х)| на отрезке [а, b], m2 =  inf |F'(х)| на от�рез�ке [а, b]. Таким образом, если 

� EMBED Equation.2  ���,   то � EMBED Equation.2  ���.

Последнее неравенство означает, что при удач�ном на�чаль�ном приближении корня после каж�дой ите�рации ко�личество верных цифр удваивается. Сле��до��ва�тельно, про�цесс вычисления корня мож�но пре�кра�тить, если

	� EMBED Equation.2  ���.

	Заметим еще раз, что метод Ньютона эф�фек�ти�вен, если выбрано хо�ро�шее на�чальное при�бли�же�ние корня и график функ�ции име�ет большую кру�тиз��ну в ок�рес�т�нос�ти кор�ня. В этом случае процесс бы�стро сходится. Ес�ли же чис�ленное значение F'(х) вблизи корня ма�ло, т.е. график почти па���рал�ле�лен оси 0х, то процесс вы�чис�ле�ния корня бу�дет дол�гим и ошиб�ки округ�ле�ния чисел в ма��ши�не мо�гут выз�вать об�рат�ный про�цесс - решение на�ч���нет рас�хо��дить�ся. В этом слу�чае мож�но по�со�ве�то�вать вос��поль�зоваться для уточ�нения корня дру��ги�ми бо�лее эф��фективными методами.

	Алгоритм решения задачи достаточно прос�той и тре�бу�ет особых пояснений. Процедура newton вы�чис��ле�ния при��бли�женного значения корня урав�нения F(х) = 0 ме�то�дом Ньютона (ка�са�тель�ных) по формуле (1.19) при�во�дит�ся ниже. Она бы�ла написана на язы�ке FORTRAN, [Плис, Сли�ви�на, 1983] и пе�ре�ве�де��на ав�то�ра�ми на язык PASCAL.

� 	Формальные параметры процедуры. Входные: x0  (тип real) - начальное приближение; n  (тип in�te�ger) - мак�си�мально допустимое количество итераций; eps (тип real) - зна�че�ние e в условии окончания ите��ра�ци�онного про�цесса; func  - имя внеш�ней под�про�грам�мы-функ��ции  (тип real), по которой вы���чис�ля�ет���ся значение функ�ции F(х); funcp - имя внеш�ней под��про�грам�мы-функции (тип real), по которой вы�����чис�ляется значение про��изводной функ�ции F'(х). Вы��ход�ные: i (тип integer) - количество вы�пол�нен�ных ите�ра��ций; ih (тип integer) - ука��затель причины око�н��ча�ния процесса вы�числений: если ih = 0, то корень урав���нения найден с за�дан�ной точностью; если ih = 1, то итерации не сходятся к кор�ню уравнения, и это  зна��чит, что на отрезке [а,b] не вы�пол�няется ус�ло�вие теоремы; если ih = 2, то количество со�вер��шен��ных итераций превзошло максимально до�пус�ти��мое чис�ло N, что говорит ли�бо о плохом на�чаль�ном при�бли�жении, либо о ма�лости величины |F'(х)| в ок�рест�нос�ти кор�ня; x (тип real) - вы�численное зна��че�ние корня. 

� EMBED Word.Picture.6  ���

procedure newt (n: integer; x0,eps:real; 

				var i,ih:integer; var x:real);

var del,xs,del0,y: real;

begin 		del0 := 1.e12; 

	xs := x0;	 	i := 0;		

	ih := 0;

	repeat		y := funcp (xs); 

		x := xs - Func (xs) / y;

		del := abs ( x - xs);

		if del <= del0 then 

		begin 

			if i>n then 

			begin	 

				ih := 2; 	exit; 

			end;

			Inc(i); 		xs := x; 

			del0 := del;

		end	 

		else 

		begin 

			ih := 1;		

			exit; 

		end;

	until del < eps;

end.

	Для проверки процедуры решалось урав�не�ние 

F(х) = еx — 10х. 

Все вычисления выполнялись с точ�нос�тью до 10-4. Оче�видно, что это уравнение не может быть ре�ше�но ана�ли�ти�ческими методами.

	Корни уравнения z1 и z2 лег�ко опре�де�лить гра���фи�чес�ки (рис. 1.3).  Ес�ли пре�об�ра�зо��вать ис��ход�ное урав�нение к виду y = еx; y= 10х, то пер����вый ко�рень будет ле�жать на отрезке [0, 1], а вто�рой - [3, 4]. Оп�ре�де�лим e0. Для этого оценим про��из�вод��ные F'(х) и F"(х) на най��ден��ных от�рез�ках:

    F'(х) = еx - 10;  F"(х) = -еx . 

Очевидно, что F"(х) со�хра�ня�ет свой знак во всей об����лас�ти оп�ределения, в том числе и на ука�зан�ных от���резках. При этом

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���	� EMBED Equation.2  ���

	Если требуемая точность 0.0001, то в условии окон��чания процесса: 

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���

	В качестве начального приближения на от�рез��ке [0, 1] выбираем х0 = 0, а на отрезке [3, 4] - х0 = 3.

	Процедуры-функции func и funcp будут вы�гля��деть следующим образом:

function Func (x:real): real; 

	 begin  	

		F unc := 10.0*x - exp(x);	

	end;

Function FuncP (x:real): real; 

	begin  	

		Funcp :=10.-exp(x); 	

	end;

	Результаты работы приведены в табл. 1.7.

�Таблица 1.7

Первый корень на отрезке [0, 1]�Второй корень на отрезке [3, 4]�� Итерация�xi�xi+1� Итерация�xi�xi+1��i = 0

i = 2

�0.000000

0.111111	� 0.111111	

0.111833�i = 0

i = 2

i = 3

i = 4�3.000000

3.983038

3.665970

3.582296�3.983038

3.665970

3.582299

3.577170��х = 0.111833�х = 3.577170���2.4. ПРИБЛИЖЕННОЕ                                       РЕШЕНИЕ    УРАВНЕНИЯ   F(х) =  0 КОМБИНИРОВАННЫМ   МЕТОДОМ                          (хорд и касательных)

	Методы хорд (1.17) и касательных (1.19) дают при���бли�же�ния корня с разных сторон. Поэтому их час��то при��ме�ня�ют в сочетании. Ком����би��нации ме�то�дов могут быть раз�лич�ны, но во всех слу��чаях уточ�не�ние корня идет быстрее. Рас���смо�т��рим несколько ва�ри�ан�тов рас�чет�ных схем ком�би�ни��ро�ванного метода.

	Пусть дано уравнение (1.15), корень x отделен и на�хо�дит�ся на отрезке [а, b]. Применим ком�би�ни��ро�ван�ный ме�тод хорд и касательных с учетом гра��фи�ка функции (рис. 1.4 и 1.5).

� EMBED Word.Picture.6  ���

� EMBED Word.Picture.6  ���



	Если F'(х)F"(х) > 0 (рис. 1.4), то метод хорд дает при�ближение корня с недостатком, а метод ка�са�тель�ных - с избытком. Если же F'(х)F"(х) < 0 (рис. 1.5), то, на�о�бо�рот, метод хорд дает приближение ко�рня с избытком, а ка�сательных - с недостатком.

	Однако во всех случаях истинный корень x за�клю��чен между промежуточными корнями, по�лу�ча�ю����щимися по методу хорд (1.17)	и методу ка�са�тель��ных (1.19), т.е. вы��полняется неравенство

а < х < z < Х < b,

где х - значение корня с недостатком, а Х - с из�быт��ком.

	Из этих соображений складывается сле�ду�ю�щая схе�ма вычислений: в первом случае, когда вы�пол�ня��ется ус�ло�вие F'(х)F"(х) > 0, то по�сле�до�ва�тель�ность {хi} (сле�ва) об�ра�зу�ет�ся по методу хорд, а по�сле��до�ва�тель�ность {Хi} (справа) об�ра�зуется по ме�то�ду ка�са�тельных:

� EMBED Equation.2  ���; 

� EMBED Equation.2  ���.

	Во втором случае, когда F'(х) F"(х)<0, слева  лежит при��ближенное значение корня, най�денное по методу ка�са�тельных, а справа - по методу хорд. При этом рас�чет�ные формулы будут не�сколько иные:

� EMBED Equation.2  ���;		 



� EMBED Equation.2  ���.

	Другая вычислительная схема этого же метода да�ет более быструю сходимость:

� EMBED Equation.2  ���;



� EMBED Equation.2  ���.

Для начала процесса в этом случае полагают x0 = a, X0 = b. 	За приближенное значение для окончания вы�чис�ле�ний при любой из рассмотренных схем при�ни�мают сред�нее между Хn и хn: x  ~  1/2 (Хn + хn).

	При организации вычислений можно вос�поль�зо��вать�ся про�цедурами из п. 2.2 и 2.3. Здесь пре�дла�га�ет�ся ори�ги�наль�ная программа hordkas, объ�е�ди�ня�ю�щая оба ал�горит�ма.

	Формальные параметры процедуры. Входные: a, b (тип real) - заданный отрезок, на котором ищет��ся ре�ше�ние; eps  (тип real) - точность решения (по��греш�ность); it - наибольшее разрешенное число ите��ра�ций. Выходные: x  (тип real) - ре�ше�ние, най�ден�ное с заданной точ�нос�тью; k  (тип integer) - це�лое чис�ло, равное 0, если про�цесс решения прошел удач��но, и 1, если решение рас�хо�дит�ся.

procedure hordkas (a,b,eps:real; it:integer;

							var x : real; var k:integer);

var x1,x2,x3,a1,b1 : real; 

		k1 : integer;

begin 

	k := 1;	

	x1 := func(a);		

	x2 := func(b);

	a1 :=a; 

	b1 := b; 

	x3 := b - x2*(b-a)/(x2-x1);

	if sign(x2)=sign(func(x3)) then k1:=1 

	else    k1:=2;

	repeat

		inc (k); 

		x := x3;

	 	Case k1 of

			1:x2:= x3-Func(x3)*(x3-a1)/

					 (Func(x3)-Func(a1));

			2:x2:= x3-Func(x3)*(b1-x3)/

					  (Func(b1)-Func(x3));

		 end;

		x3 := x2;

		Case k1 of

			1: begin 

					a1 := a1 - Func(a1)/func1(a1); 

					x1 := a1;       

			     end;

			2: begin 

					b1 := b1 - Func(b1)/func1(b1); 

					x1 := b1;

			    end;

		 	end;

 	until (k>it) or (abs(x-x2)<eps);

end.

	Для тестирования процедуры ком�би�ни�ро�ван�ным ме�то�дом хорд и касательных уточним до 0.001 корни урав�не�ния х3 + +3х2 - 24х + 1 = 0. Для этого сна�чала от�де�лим кор�ни ме�то�дом ис�сле�до�ва�ния про�изводных:

 F'(х) = 3х2 + 6х - 24;       F"(х) = 6х + 6.

	Очевидно, что F'(х) = 0 при х1 = -4; х2 = 2. 

	Тог�да мож�но составить таблицу знаков функ�ции (та�б�л. 1.8), из которой видно, что уравнение дей�с��т�ви��тель�но имеет три кор�ня, расположенных на ин�тер�валах: 

х1О [-� EMBED Equation.2  ���, -4]; х2 О [-4, 2] и х3 О [2, +� EMBED Equation.2  ���]. 

Таблица 1.8

Параметр�Характеристики  интервалов��x�- (�- 4�+ 2�+ (��sign( F(x) )�-�+�-�+��	Уменьшив найденные интервалы до единичной дли�ны, по��лу�чим х1 О [-7, -6]; х2 О [0, 1]; х3 О [3, 4].

	Теперь уточним корни комбинированным ме�то���дом хорд и касательных. Для этого опре�де�лим знак про�из�ве�де�ния F'(х)F"(х) на ука�зан�ных ин�тер�ва���лах (таб�л. 1.9). Ана�ли�зи�руя результаты, пред�став��ленные в табл. 1.9, делаем вы�вод, что на пер�вом интервале [-7,-6] за на�чаль�ное при�бли�же��ние (0 сле�дует принять -6.5, на вто�ром [0,1] - (0 = 0.5, а на третьем [3, 4] - (0 = 3.5 (как цент�раль�ные точки ука��зан�ных интервалов). Результаты про��вер�ки про�це�дуры при�во�дят��ся в табл. 1.10.

Таблица 1.9

 Параметр�Знаки функций на интервалах���[-7, -6]�[0, 1]�[3, 4]��F '(х)�> 0�< 0�> 0��F "(х)�< 0�> 0�> 0 ��F '(х) F "(х)�< 0�< 0�> 0���Таблица 1.10

Первый корень на интервале [-7,-6]�Второй корень на интервале [0, 1]�Третий корень на интервале [3, 4]��Итера�ция�Метод

хорд�Метод

касат.�Итера�ция�Метод

хорд�Метод

касат.�Итер�а�ция�Метод

хорд�Метод

касат.��i = 1

i = 2

i = 3

i = 4�-6.5781

-6.6666

 -6.6383

-6.6381�-6.6330

-6.6381

-6.6381

-6.6381�i = 1

i = 2

i = 3�0.05000

0.04166

0.04188�0.04193

0.04189

0.04188

�i = 1

i = 2

i = 3

i = 4�3.50000

3.64583 3.59717 3.59627�3.58282

3.59601

3.59626

3.59626��x = -6.638156; 

F(x) = 0.0000001204;  i  =  4�x  =	0.041889;

 F(x)  = -0.0000000306; i = 3�x  =	3.596267;

 F(x)  = -0.0000031128; i = 4��

�2.5. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ                 УРАВНЕНИЯ F(x) =  0 

МЕТОДОМ ИТЕРАЦИЙ

	Часто этот метод на�зы�ва�ют еще методом по�сле�до�ва�тель�ных при�бли�же�ний.

	Заменим уравнение (1.15) равносильным ему w(х) - х = =0, преобразовав для этого функцию F(х). Из этого урав�не�ния получим w(х)= х и вы�бе���рем любым спо�со�бом х0 О [а, b], которое затем под����ста��вим в левую часть урав���не�ния w(х0) = х1. По�лу�чен�ное значение х1 снова под��ста�вим в ле�вую часть и получим w(х1) = х2. Про�дол�жая этот про�цесс, за�пишем по�сле�до�ва�тель�ность чи��сел х1 , х2 , ..., xn, ко�торая мо�жет либо схо�дить�ся, т.е. иметь предел, ли�бо рас�хо�дить�ся, т.е. не иметь предела. Тогда в со��ответствии с по�лу�чен�ным результатом в первом слу�чае этот предел назовем кор��нем урав��нения (1.15), во втором случае сде�лаем вы��вод о не�воз�можности по�лу�чения ре�ше�ния дан�ным спо�со�бом. Оба этих варианта оп�ределяются теоремой схо����димости ите�рационного про�цесса.

	Теорема. Пусть на отрезке [а, b] имеется един��ствен�ный корень уравнения х = w(х) и во всех точ���ках этого от�рез�ка производная F'(х) удов�ле�т�во���ря�ет неравенству |F’(х)|< q < 1. Если при этом вы��пол�ня��ется и условие а < <w(х) < b, то ите�ра�ци�он�ный про�цесс сходится, а за ну�ле�вое приближение х0 мо�жно взять любое число из отрезка [а, b].

	Последнее утверждение означает, что {хi} О [а, b]. Чем меньше |w'(х)|, тем лучше схо�ди�мость ите�ра�ци��онного процесса.

	Пусть теперь x - точное значение корня, а хk - при���бли�женное. Попробуем оценить погрешность ме���тода. Со�гласно теореме [Бахвалов, 1973а], q опре��деляется из |w'(хk)| < q < 1. Тогда должно быть спра��ведливо соот�но�ше�ние 

|x - хk| <  q(q - 1)-1 |хk - хk -1|. 

Если положить, что x отличается от хk на ве�ли�чи�ну, мень�шую e, то |x - хk| < e и по�сле�до�ва�тель�ность {хk} на�до вы�чис�лять до тех пор, пока не бу�дут вы�пол�нены ус�ло�вия

 q(q - 1)-1 |хk  -  хk-1 | < e или |хk - хk-1 | < e (q - 1)/q ,

откуда можно сделать сле�дующий вывод: так как урав��не�ние F(х) = 0 при�водится к виду w(х)= х раз�ны�ми спо�со�ба�ми, то для метода итераций сле�ду�ет выб�рать такое ура�в�нение для w(х), для ко�то�ро�го вы�полняется усло�вие те�оремы.

	В заключение отметим, что при ис�поль�зо�ва�нии ме�то�да простых итераций основным и, по�жа�луй, са�мым важ�ным моментом является выбор функ��ции w(х) в урав�нении х = =w(х), эк�ви�ва�лент�ном ис�ход�но�му. Для метода итераций следует под��би�рать функ�цию w(х) так, чтобы обязательно вы��пол�ня�лось условие |w'(х)| < q < 1. При этом не нужно за�бы�вать, что скорость сходимости по�сле�до�ва�тель�нос�ти приближений {хi} к корню x тем вы��ше, чем мень�ше число q.

	Если предположить, что все условия для ре�а�ли�за�ции расчетов по методу простой итерации вы�пол�нены, то программа (без проверок) может быть очень простой:

Function iter1 (x0: real; eps : real;

				var k : integer; ki : integer) : real;

var x, y : real;

begin   k := 0; 	

	y := x0; 

	repeat  	x := y; 

		y := funcI (x); 

		inc (k);

 	until (abs(x-y) < eps) or ( k > ki); iter1 := x;

end.

	Но если заранее неизвестно: выполняются ус�ло�вия или нет, то в процедуру надо включить до�пол�ни�тель�ную проверку, что не намного ус�лож�нит про�грамму:

Function iter2 (x0: real; eps : real;

		 		var k,L : integer; ki : integer) : real;

var x, y, eps1, eps2 : real;

begin   k := 0; 

	y := x0; 	l := 0; 

	x := y; 

	y := funcI (x); 

	k := 1; 

	eps1 := abs (x-y);

	repeat  	x := y; 

		y := funcI (x); 

		inc (k); 

		eps2 := abs (x-y); 

		if eps2 > eps1 then L := 1; 

		if k > ki then l := 2; 

		eps1 := eps2;

	until (eps2 < eps) or ( l<>0 );	

	iter2 := x;

end.

	Формальные параметры обеих процедур. Вход�ные: x0 (тип real) - начальное приближение кор��ня; eps (тип re�al) - параметр, используемый для окон�ча��ния ите�ра�ци�он�ного про�цесса; ki (тип in�teger) - мак�симальное ко�ли�чес��т�во раз�ре�шенных ите�раций; func - имя внеш�ней про�це�дуры-функ�ции (тип real), воз��вращающей зна�че�ние w(х). Вы��ход��ные: x0 (тип real) - приближенное значение кор���ня, вы�численное с за��данной точностью; k (тип in��te�ger) - количество вы���пол�нен��ных итераций; l (тип in�teger) - па�ра�метр, конт���ро�ли�ру�ю�щий работу про�це�дуры (толь�ко в iter2): l = 0 - вы�чис�ления вы��пол�не�ны с заданной точ���ностью и в x0 на�ходится зна�че�ние корня; l = 1 - вы���чис��ления прерваны из-за то�го, что ите�ра��ци�он�ный про�цесс стал рас�хо�дить�ся (не выполнены ус�ло����вия при�ме�ни�мос�ти метода, сформулированные в теореме); l = 2 - слиш�ком мно�го ите�раций (боль�ше, чем ki). Следует вы�б�рать дру����гое приближение, бо�лее близкое к x,  или по�до���б���рать иную функцию w(х).

	 Для проверки процедуры методом итераций уточ��нял�ся корень с точностью до 0,00001 для урав��не�ния F(х) = 5х3 -  - 20х + 3.

	Для отделения корней исследовалась про�из�вод��ная урав�нения F '(х) =15х2 - 20, корни которой лег�ко оп�ре�де�лились аналитически: это � EMBED Equation.2  ���. Опре�де�лим знаки функ�ции на интервалах 

]-� EMBED Equation.2  ���; -� EMBED Equation.2  ���]; [-� EMBED Equation.2  ���; � EMBED Equation.2  ���]; [� EMBED Equation.2  ���; +� EMBED Equation.2  ���[. 

Таблица 1.11

Параметр�Характеристики   интервалов��Интервал	 �- 3�-2�0�+ 1�+ 2��sign ( F (x) )�-�+�+�-�+��	Следовательно, корни расположены на ин�тер�ва��лах [-3; -2]; [0; 1] и [1; 2]. Теперь уравнение F(х) = 0 следует при�вес�ти к виду х = w(х), что мож��но сде�лать разными спо�со�бами:

х = х +(5х3- 20х +3);     w1(х) = 5х3 - 19х + 3;

х = (5х3 + 3) / 20;	      w2 (х) = (5х3 + 3) / 20;

х = � EMBED Equation.2  ���;	w3 (х) = � EMBED Equation.2  ���.

	Определим теперь, какая из полученных w(х) под��хо�дит к использованию в итерационном про�цес��се

 � EMBED Equation.2  ���	;           

                     � EMBED Equation.2  ���  .    

	Методом итераций уточним корень на отрезке [0, 1], выбрав вторую форму представления функ�ции w(x). Два других корня уравнения находим по теореме Виетта. За на�чаль�ное приближение возь����мем х0 =  0,75	и q0 = х0 = 0,75. Поль�зуясь фор�му���лой для вычисления погреш�нос�ти, оп�ре�де�лим e так, чтобы раз�ность между двумя по�сле�до�ва��тель�ны�ми при��бл�и�же�ни�ями  была  бы  заданной точ�нос�ти: 

|хn - хn-1| < 0.00001(1 — 0.75) / 0.75 =

 = 0.00001 — 0.25/0.75 = 0.000003, 

т.е. когда |хn - хn-1| < 0.000003, то ите�ра�ци�он�ный процесс можно завершить, счи�тая, что за�дан�ная точность до�стиг�нута.

�	Процедура-функция, по которой вычисляют w(х), име�ет вид

Function funcI (x :real) : real; 

begin  	funcI := (5.0*x*sqr(x) + 3) / 20.0;  end.

	Результаты работы программы можно офор�мить так (табл. 1.12).

Таблица 1.12

Уточнение корня методом итераций на [0, 1]��xi�w (xi )�Итерация��0.100000  

0.150250

0.150848 

0.150858�0.150250 

0.150848 

 0.150858

 0.150858�k =	1

k =	2

k =	3

k =	4��	Два остальных корня вычисляют по теореме Ви��ет�та: F(х) = (х - 0.1514)(5х2 + 0.757х - 19.8853), откуда х2 и х3 определяются аналитически.

	Уточним корни на отрезках [-3; -2] и [1; 2] лю�бым изу�чен�ным ранее методом, например ди�хо�то�мии или ком�бинированным. Используя про�грам�мы из п. 2.2 и 2.3, по�лу�ча�ем ос�тав�ши�е�ся два кор�ня (таб�л. 1.13).

�Таблица 1.13

Интервал  отрезка��[-3; -2]�[1; 2]��Mетод  хорд�Mетод касат.�Итерация�Метод  хорд�Метод касат.�Итерация��-2.057690

 -2.068692 

-2.071076 

-2.071157 

-2.071157 �2.373913

2.119586

2.072719

2.071159

2.071157�k  = 1

k  =  2

k  = 3

k  = 4

k  = 5�1.912281 1.920268 1.920299 1.920299

�1.925000

1.920317

1.920299

1.920299

�k =1

k =2

k =3

k =4��x = -2.071157;  F(x) = 0.0000039561;  k  =  5�x =	1.920299;  F(x) = -0.0000000159; k  = 4��

�2.6. ПРИБЛИЖЕННОЕ                                          РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ F(х)= 0	

МЕТОДОМ ПАРАБОЛ

	Если в методе Ньютона (1.19) вместо про�из�вод��ной вы�чис�лять разность первого порядка, то это мож�но рас�смат�ри�вать как замену функции F(х) ин�тер��по�ля�ци�он�ным мно�го�членом первой сте��пени, по��строенным по уз�лам хn, хn-1. Но по трем по�след�ним итерациям можно по�строить ин�тер��по��ля�ци�он�ный многочлен второй сте�пе�ни, т.е. за�менить гра�фик функции F(х) параболой. Ес�ли вос��поль�зуем�ся вторым ин��тер�по�ля�ци�он�ным мно��го�чле�ном Нью�то�на, то приравняв его к нулю, по�лучим квад�рат��ное уравнение: 

аz2 + bz + с = 0, 

где z = х - хn; а = F(хn, хn-1, хn-2); b = а(х - хn)+ F(хn, хn-1);   с= F(х0).

	Тогда, решив уравнение, выбирают меньший по мо�ду�лю корень, который будет определять но�вое при�бли�же�ние: х n+1= хn + z.

	Очевидно, что для начала расчетов надо опре�де��лить пер�вые три приближения х0 , х2 и х3. Обыч�но задают лю�бые три числа из отрезка, на котором ищется ко�рень, но можно опре�де�лить эти значения и иначе.

	 Метод парабол относится к трехшаговым ме�то���дам. По срав�не�нию с ранее изученными он сходится гораздо медленнее, но име�ет следующее до�сто�ин�ст�во: да��же если все пре�ды�ду�щие при���ближения дейст�ви�тель��ны, этот метод мо�жет при���вести к ком�плек�сным чис�лам. Во всех же ос�таль�ных методах для схо�димости к ком�плексному кор��ню требуется за�да�ние комплексного на��чаль�но�го приближения. Кро�ме того, метод парабол ис��клю���чительно эф�фек�тивен для нахождения всех кор��ней мно��го�чле�на высокой степени. Интересно заметить, что ес�ли F(х)- не�который мно�гочлен вы�сокой степени, то, хо�тя схо�димость ме�тода не до��казана [Касаткин, 1978] при про�из�воль��ном на�чаль��ном при�бли�же�нии, на прак�ти�ке ите�рации всег�да сходятся к какому-либо кор��ню. По те�ореме Гор�нера для алгебраического мно�го�чле��на частное F(х)/(х - хn) будет тоже мно�го�чле�ном, но мень��шей степени. Поэтому, по�сле�до�ва�тельно уда�ляя най�ден�ные кор�ни, можно найти все корни мно�го�чле�на.

	Один из лучших имеющихся машинных ал�го�рит�мов для нахождения действительного нуля фун�к���ции со�че�та�ет в се�бе безотказность метода би�сек���ции с асим�пто�ти�чес�кой ско�ростью метода па�ра���бол в случае гладких функ�ций. Он на��зывается zeroin и был изобретен в 1960-х гг. в Ма�те�ма�ти�чес�ком центре Амстердама Ван Вейн�гар�деном, Дек�ке�ром и др. Описание алгоритма и его ана�лиз да�ны в пуб�ли�ка��ции Уилкинсона (1967, с. 8-12). Сам ал��горитм впер�вые был опубликован в 1969 г. Дек�ке�ром, а в 1973 г. улуч�шен Брентом. Ре�а�ли�за�ция программы на языке FORTRAN бы�ла пред�ложена Фор�сайтом в 1980 г. по ал�го�рит��му Дек�ке�ра в вер�сии Брен�та. Здесь же пре�д�ла�га�ется ре�а�ли�зация ал�го�ритма на языке PAS��CAL, вы��пол�нен�ная ав�то�рами по�со�бия.

	Подрограмма оформлена как процедура-функ�ция ze�ro��in. Все названия переменных по срав�не�нию с форт��ран�ной версией сохранены. Об�ра�ще�ние к проце�ду�ре-функ�ции имеет простой вид: 

zz := zeroin (a, b, tol).

	Здесь а и b (тип real) - точки интервала, на ко�то���ром� ище�т��ся нуль, tol (тип real) - граница по�греш�нос��ти вы�чис��ле�ния ре�зультата. Процедура Zeroin об��ращается так�же к процедуре-функции func(x) (тип real), которая воз�вращает зна�че�ние функ�ции в за�дан�ной точке. Без про�верки в Zeroin пред�по�ла�гается, что func(a) и func(b) име��ют раз�ные знаки.

	В процедуре Zeroin выполняется ите�ра�ци�он�ный процесс, в ко��тором на каждом шаге при�сут�ст�ву�ют три аб�с�ци�с�сы a, b и c. Обычно абcцисса a - предыдущее при��бли�же�ние (хn-1); b - последнее и наилучшее при�бли�же�ние хn; c - предыдущее, но еще более раннее при�бли�же��ние, причем sign( func(b) ) = sign( func(c) ). Та�ким об�ра�зом, b и с ограничивают нуль. При этом |func(b)|< |func(c)|. Если |b - c| умень�ши�лось на�столь�ко, что вы�полняется условие

|b - c| < tol + 4.0 ( eps ( abs(b), 

то b выдается как найденное значение процедуры-функ�ции zeroin. Кроме параметра tоl в проверке схо�ди�мости участ�вует еще один параметр - ерs, "ма�шинный нуль", чтобы под�стра�хо�вать�ся на случай, если tol за�дано слишком ма�лень�ким, например равным нулю.

	На каждой очередной итерации в zeroin вы�би�ра��ется оче�редное приближение к корню из двух - один получен ал�горитмом бисекции, а другой - интер�поляцией. Если a, b и c различны, то ис�поль�зуется квад�ра�тичная интерполяция (ме��тод па�рабол), если нет, то ме�тод секущих (ли�ней�ная ин�тер��поляция). Если по�лу�чен�ное xn+1 на�хо�дит�ся в "ра�зумных" пре�делах, то выбирают его, в про�тив�ном случае выбирают точ�ку би�секции. Оп�ре��де�ле�ние "ра�зум�ности" означает, что xn+1 О [b, c], т.е. ле�жит внут�ри интервала и не совпадает с его кон��ца�ми. Та��ким образом, длина интервала га�ран�ти�ро�ван���но убы�ва��ет с каждой итерацией, а если функ�ция еще к тому же ве�дет себя хорошо, то и до�ста�точ�но быст�ро. Бо�лее под�роб�но об алгоритме, про�грам��ме и описании метода мож�но по�смот�реть в кни�ге Брента (1973).

	Еще несколько важных замечаний по поводу ал�го�рит�ма. Для того чтобы точка бисекции всегда лежала внут��ри рас��четного интервала и желаемая ве�ли�чи�на по�лу�чалась как ма��лая поправка к най�ден�ному при�бли�же�нию, ее вы�чис�ля�ют по фор�му�ле  xm := b + 0.5*(c - b).

	Большое внимание в алгоритме уделяется про�бле��ме ма��шинных нулей. Это выражается в не�о�быч�ной про�вер�ке знаков func(b) и func(c) (см. со�от�вет�ст�вующие подпро�грам�мы).

	Итоговая точка, получаемая алгоритмом, за�пи�сы�ва�ет�ся в виде b + p/q, но деление не вы�пол�ня�ет��ся до тех пор, пока оно не станет безопасным и дейс�т�ви�тельно не�об�ходимым, так как если будет вы�бра�на точ�ка по методу би�сек�ций, то деление во��об�ще не нуж�но.

	Версия алгоритма Брента, во-первых, всегда схо���дит�ся, да�же при плавающей арифметике. Во-вто��рых, ко�ли�чес�тво итераций не может стать больше чис�ла

� EMBED Equation.2  ���, 

где tol1 := 0.5*tol + 2.0*eps*abs(B). В-третьих, нуль r, по�лу�чаемый алгоритмом, таков, что func га�ран�ти�рованно ме�няет знак в определенном ин�тер�ва�ле, при�бли�зи�тель�но совпадающим с 

[R - exp(tol*ln2),  R + exp(tol*ln2)].

В-четвертых, сам Брент тщательно проверял свой ал����го�ритм на самых разнообразных функциях и уста�����новил, что в типичном случае для гладкой функ�����ции требуется не более 10 итераций. В об�щем слу���чае Брент ни разу не встретил функции, для ко�то���рой количество итераций бы�ло больше трех�знач��ного чис�ла. Более подробно смот�рите работу Брента (1973).

	Формальные параметры процедуры. Входные: ax, bx (тип real) - определяют отрезок, на ко�то�ром ищется ко�рень уравнения; tol (тип real) - точность, с ко�то�рой дол�жен быть определен корень урав�не�ния. Вы�ходные: про�це�дура-функ�ция возвращает най��денное с заданной точ�нос�тью значение корня на отрезке [ax, bx].

	Описанная процедура выглядит:

Function zeroin (ax, bx, tol : real) : real;

Label 20, 30;

var a,b,c,d,e,eps,fa,fb,fc,tol1,xm,p,q,r,s:real; 

		dn : boolean;

begin  eps := 1.0; 

	dn := false;

	repeat 

		eps := eps / 2.0;	 

		tol1 := 1.0 + eps;

	until tol1 <= 1.0;

 	a := ax; 

	b := bx; 

	fa := func (a); 

	fb := func (b);

20: c := a;	 

	FC := FA; 

	d := b - a; 

	e := d;

	repeat 

		if abs (FC) < abs (FB) then

		begin 				a := b; 

			b := c;			c := a;	

			fa := fb; 		fb := fc; 

			fc := fa;

		end;

{*** ПРОВЕРКА СХОДИМОСТИ ***}

		tol1 := 2.0*eps*abs(b) + 0.5*tol;

		xm	:= 0.5 * (c-b);

		if abs (xm) <= tol1 then dn := true

		else 

			if fb=0.0 then dn := true

			else	 

			begin

{*** ВОПРОС О НЕОБХОДИМОСТИ БИСЕКЦИИ ***}

		 		if (abs(e)>=tol1) and 

					(abs(fa)>abs(fb)) then	

				begin

{*** ПРОВЕРКА НА КВАДРАТИЧ. ИНТЕРПОЛЯЦИЮ ***}

					if a<>c then

					begin 

						q := fa / fc; 		r := fb / fc; 

						c := fb / fa;

		 				p:= s*(2.0*xm*q*(q-r)-	(b-a)*(r-1.0));

						q := (q-1.0)*(r-1.0)*(s-1.0);

					end

					else

					begin 	s := fb / fa; 

						p := 2.0*xm*s; 

						q := 1.0 - s;

					end;

{*** ВЫБОР ЗНАКА ДЛЯ Q ***}

				if p > 0.0 then q := -q;

				p := abs (p);

{** ВОПРОС О ПРИМЕНИМОСТИ МЕТОДА ИНТЕРПОЛЯЦИИ **}

				if ((2.0*p) < (3.0*xm*q-abs(Tol1*q))) 

					and (p < (abs(0.5*e*q))) then

				begin 					e := d; 

					d := p/q; 			goto 30; 

				end;

			end;	 

			d := xm; 			e := d;

30: 		a := b; 	

			fa := fb;	 

	 		if abs(d) > tol1 then b := b + d;

	 		if abs(d) <= Tol1 then 

				b := b + sign(Tol1)*xm; 

		 	fb := func (b);

		 	if (fb*(fc / abs(fc))) > 0.0 then goto 20;

	 	end;

 	until dn;

 	zeroin := b;

end.

	Процедура-функция проверялась на примере ре��ше�ния уравнения из п. 2.5 (см. табл. 1.11 и 1.12). Ре�зуль�та�ты работы данной программы при�во�дят�ся ниже:

	на отрезке [0, 1]:

x = 0.150858; F(x) = -0.0000000000; i = 5.

	на отрезке [-3,-2]:

 x = -2.071157; F(x) = -0.0000000001; i = 7. 

	на отрезке [2, 3]:

 x = 1.920299; F(x) = 0.0000000001; i =	7.





2.7. МЕТОДЫ УСКОРЕНИЯ СХОДИМОСТИ

	В применении к некоторым уравнениям рас�смот��рен�ные итерационные методы сходятся до�вольно мед�лен�но. В таких случаях особое зна�че�ние приобретают спо�со�бы, позволяющие оп�ти�ми�зи�ро�вать итерационный про�цесс путем ус�ко�ре�ния схо�ди�мости метода итераций. Рас�смотрим два на�и�бо�лее часто употребляющихся ал�го�рит�ма.

	Метод кратного корня. Ускорение сходимости мож�но получить, если подобрать правую часть урав��нения (1.15) так, что

F'(x) = F''(x) = ... = F (m-1)(x) = 0, F (m)(x) № 0,

где x - корень уравнения. 

	Тогда для m = 3 ите�ра�ци�он�ный процесс будет оп�ре�де�ляться формулой

� EMBED Equation.2  ���,  	 (1.20)

т.е. будет отличаться от уравнения (1.19) по�след�ним чле�ном. Следовательно, про�це�ду�ра ме�то�да ка�са�тель�ных, рассмотренная в п. 2.3, долж�на быть до�полнена со�ответствующим бло�ком, в ко�то�ром про�изводится вы�чис�ление этого чле�на. 

	Другой вариант - использование на каждом ите��ра�ци�онном шаге про�це�ду�ры-функции accel1. Значение и тип параметров яс�ны из самого текста процедуры-функ�ции accel1, ко�торая, в свою очередь, использует функ�ции, возвращающие значения 

� EMBED Equation.2  ���.

Function accel1(x:real): real;

var f,d1,d2:real;

begin 

{ *** функции func, der1, der2 вычисляют 

      соответственно значения функции и ее 

      первой и второй производных в точке x ***}

	f:=func(x); 

	d1:=der1(x); 

� Корень х  на�зы�ва�ет�ся прос��тым, если F(x) = 0, а F'(x)  (  0.

� N = lоg2 (b - а) / e.

� Если на выделенном от�рез�ке находятся три  корня функции и бо�лее или если кор�ни близко рас��положены (в пре�делах за�дан�ной по�греш�нос�ти).
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Глава 1.  Численные  методы  алгебры
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