Глава 7.  Матемaтическая обработка экспериментальных данных (введение в регрессионный и корреляционный анализ)
( 2. Выбор эмпирических  формул  для анализа нелинейных  зависимостей

( 2. ВЫБОР ЭМПИРИЧЕСКИХ ФОРМУЛ                                                               ДЛЯ АНАЛИЗА НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАВИСИМОСТЕЙ


Нами была рассмотрена линейная зависимость ви​да у=Ах+В для слу​ча​ев, когда А 0; В = 0 и А 0, В 0. Но, к сожалению, построение этой за​ви​си​мос​​ти не дает ответа на вопрос о том, какая ана​ли​тическая за​ви​си​мость наилучшим об​разом под​хо​дит к имеющемуся рас​​пре​​делению. На​и​бо​лее по​пу​ляр​ные на практике эм​пи​ри​чес​кие за​ви​си​мости имеют вид:


1) линейная функция: у = Ах + В;


2) показательная функция: у = АВх ;


3) дробно-рациональная функция: у = (Ах+В)-1;


4) логарифмическая функция: у = А . ln(х)+В;

5) смешанная функция: у = АхВ. 

В зависимости от параметра В она определяет па​ра​бо​ли​ческую (В > 0), ги​пер​бо​ли​чес​кую (В < 0) и ли​ней​ную (В = 0) за​висимости;


6) гиперболическая функция: у = А + В/х;

7) дробно-рациональная функция: у=х/(Ах+В).


Для того чтобы выбрать теперь вид ана​ли​ти​чес​кой за​висимости, которая на​илучшим образом со​от​вет​ст​ву​ет исходным экспериментальным дан​ным, по​ступим сле​дующим образом. Выполним про​межуточные вы​чис​ления. Из об​​ласти опре​де​ле​ния независимой пе​ре​мен​​ной (мы в ( 1 ус​ло​ви​лись, что это будет хi ) выберем две точки, до​ста​точно надежные и по возможности как мож​но даль​ше отстоящие друг от друга. Обозначим их Х1 и Х2. Этим точ​кам соответствуют значения Y1 и Y2. Найдем теперь среднее арифметическое, сред​нее ге​о​мет​рическое и среднее гармоническое для вы​бранных то​чек:





.


Построим график, который, по нашему мне​нию, наилучшим образом будет со​​ответствовать име​ющимся экспериментальным данным. И зная XAP , XГЕОМ и ХГАРМ , найдем из графика при​бли​жен​ные Y*АР, Y*ГЕОМ и Y*ГАРМ . При построении гра​фика можно ис​поль​зо​вать метод построения ин​​тер​по​ля​ци​онной кривой по выбранным точкам [До​рот и др., 1977; Крылов и др., 1972; Троицкий, Ива​нова 1975] или методы, описанные в (1 главы 7.


Теперь найдем погрешности результатов срав​не​ний:

                                     | Y*ГEOM - YАР | = 4 ;

                 | Y*АР- YАР| =1;          | Y*ГЕОМ - YГЕОМ | = 5 ;
                 | Y*АР - YГЕОМ| = 2 ;    | Y*ГАРМ - YАР | = 6 ;
                 | Y*АР - YГАРМ| = 3 ;      | Y*ГАРМ - YГАРМ | = 7

и выберем  = min { 1, 2, ..., 7 }.


1. Если наименьшим среди всех абсолютных зна​​че​ний окажется 1 , то в ка​честве ана​ли​ти​ч​ес​кой за​ви​си​мос​ти для данных точек будет слу​жить ли​ней​ная функ​ция вида у = =Ах + В.


2. Если наименьшей абсолютной ошибкой яв​ля​ет​ся 2, то в качестве эм​пирической зависимости сле​дует выбрать показательную функцию у = АВx.


3. Если наименьшая из абсолютных оши​бок есть 3, то ис​ко​мая эмпирическая за​ви​си​мость определяется дробно- рациональной фун​​к​ци​ей вида у = (Ах + В)-1 .


4. Если наименьшая из абсолютных ошибок есть 4 , то хорошим при​бли​же​нием будет служить ло​гарифмическая функция у=А ln(х) + В.

5. Если наименьшая абсолютная ошиб​ка окажется 5, то в ка​честве эм​пи​ри​чес​кой зависимости ре​ко​мен​ду​ет​ся выбрать сме​шан​ную фун​кцию у = АхB .


6. Если наименьшей из абсолютных ошибок ока​жет​ся 6, то за искомую зависимость следует вы​брать гиперболическую функцию у= А + В/х.

7. Если наименьшая из всех абсолютных оши​​бок есть 7, то в качестве за​висимости следует вы​брать дробно-ра​ци​о​наль​ную фун​кцию вида у = х/(Ах + В).


Для уточнения коэффициентов выбранной ана​ли​тической зависимости у = f (х, А, В) вос​поль​зу​ем​ся, как и в ( 1 настоящей главы,  тремя методами.


Метод выбранных точек. На кривой, которую пред​ва​рительно построим по множеству экс​пе​ри​мен​таль​ных точек, выберем две произвольные S1(х1*, у1*) и S2 (х2*, у2*). Зная вид зависимости f (х,А,В), составим сис​те​му




разрешая которую относительно параметров А и В, на​хо​дим их числовые зна​че​ния.


Метод средних. В эмпирическую формулу у = f(х,А, В) под​ста​в​ляем последовательно хi и по​лучаем уi, ко​то​рые бу​дут отклоняться от табличных на ei = уi - f(хi,А,В). Со​​​гласно методу средних надо определить так А и В, что​бы e = 0. Для этого вся совокупность значений pаз​би​вается на две группы так, чтобы ал​ге​бра​и​че​ская сум​ма уклонений в каждой группе равнялась нулю. Таким об​разом, для определения параметров А и В имеем




откуда получаем из совместного решения системы зна​че​ния двух параметров А и В.


Метод наименьших квадратов. Согласно этому ме​то​ду А и В должны быть оп​ре​​делены так, чтобы вы​пол​ня​​лось условие ми​ни​му​ма функции



.

В силу необходимого условия экстремума функ​ции на​ходим частные про​из​водные функции F по не​из​вес​т​ным коэффициентам А и В и при​рав​ни​ваем их к нулю, от​куда получаем систему 




из решения которой находим А и В.


B табл. 7.2 приводятся ко​эф​​фициенты А и В для всех рас​сматриваемых здесь видов зависимостей. Эти ко​эф​фи​циенты бы​ли получены методом наименьших квад​ра​тов.

Таблица 7.2

Вид зависимости
Система уравнений для определения А и В

у = Ах + В




у = АВх 




у = (Ах + В) -1 


;

у = А . ln(х)+ В




у = АхВ 




у= х/(Ах+В)





Для проверки изложенного построим эм​пи​рическую за​висимость для некоторой функции, за​данной таб​лич​но, и, пользуясь рас​​смотренными ме​тодами, уточним ко​эф​фи​циенты найденной зависимости:

х
1
2
3
4
5
6
7
8
9

у
521
308
240.5
204
183
171
159
152
147


В этой работе речь идет об очень простых вы​чис​лениях, поэтому про​г​рам​ма для выполнения за​дания не приводится. Однако в случае большого чис​​ла N можно воспользоваться процедурами, опи​​санными в п. 1.2.


Для примера рассмотрим упрощенный ме​​тод рас​че​та без ис​поль​зо​ва​ния ЭВМ, которым мож​​но вос​поль​зо​вать​​ся для пред​ва​ри​тель​ного (грубого) анализа экс​пе​ри​мен​тальных данных.


1. Предположим, что в данном примере крайние таб​личные значения дос​таточно на​​дежны. Про​​ведем вспо​могательные вы​чис​ления, найдем для х0  = 1 и х8 = 9 сред​ние ариф​метическое, геомет​ри​ческое и гар​​мо​ническое: хар = 5; хгеом  =  3;  хгарм  =  1.8.


2. Из графика (рис.7.2) найдем значения фун​к​ции, со​​ответствующие вы​чис​лен​ным значениям ар​​гумента.






Из графика вид​но, что для хар = 5 имеем Y*ар ~ 330; для хгеом = 3 имеем Y*геом ~ 430;  для хгарм = 1.8 имеем Y*гарм  ~ 480.


3. Выполним дополнительные расчеты для со​от​​вет​ст​вующих зна​че​ний зависимой переменной

 Yар = (у1 + +у9)/2 = (521 + 147)/2 = 334; 

Yгеом = (521 . 147)1/2 =  276,74; 

Yгарм = (2.521.147)/(521+147) = 229,3.

4. Сравним графические значения зависимой пе​​ременной с вы​чис​лен​​ными и найдем 

1 =  |330 - 334| = 4;

4 = |430 - 334| = 96;

2 = |330 - 277| = 53;5 = |430 - 277| = 153;
3 = |330 - 229| = 101;
6 = |480 - 334|  = 146;


7  = |480 - 229| = 251.

5. Поскольку наименьшие из абсолютных оши​бок с учетом по​греш​ности есть или  то в ка​чес​​тве ана​ли​ти​​ческой за​ви​си​мос​ти сле​дует вы​брать либо по​ка​за​тель​​ную функцию, либо ло​га​ри​ф​​​ми​чес​кую. Возьмем для примера логарифмичес​кую: у = Аlnх + В. По​греш​ность в рас​че​тах не учитывается, так как при вы​чис​ле​ниях использовались те же точ​​ки, что и для по​стро​е​ния линейной зависимости.

6. Уточнение коэффициентов проведем по ме​то​ду на​и​меньших квад​ра​тов. Получим: А ~ 102.59; В ~ 405.66.


7. Проверим полученную зависимость и вы​чис​лим отклонение экс​пе​ри​мен​тальных данных от фун​кции (табл. 7.3):

Таблица 7.3 

Параметр
Расчетные   и  экспериментальные  данные

х
1
2
3
4
5
6
7
8
9

у
521
308
240.5
204
183
171
159
152
147

У*
508.3
305.4
237.8
204
183.7
170.2
160.5
153.3
147.7

D
12.75
2.58
2.69
0
-0.72
0.8
-1.5
1.3
-0.66

( 3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНОЙ ЗАВИСИМОСТИ                                        В ЛИНЕЙНУЮ МЕТОДОМ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КООРДИНАТ


Рассмотрим в системе координат хОу не​ко​то​рую ли​​​нейную зависимость f(хi,А,В), не​пре​рыв​ную и мо​но​тон​ную на отрезке [х1,х.N]. Перейдем к новым пе​ре​мен​ным q = v(х) и z = u(у), что​бы в новой системе ко​ор​динат QОZ эм​пи​рическая за​висимость стала ли​ней​ной z = а'q + b'.

Заметим, что точки с координатами [v(хi),u(уi)] в плоскости QОZ прак​ти​че​ски лежат на одной прямой. И верно обратное утверждение: ес​ли при по​стро​ении на плос​кости QОZ окажется, что точки лежат на одной пря​мой, то меж​ду пе​ре​мен​ными q и z имеет место ли​ней​ная зависимость z = а'q + b'.

Попытаемся теперь рассмотренные в ( 2 не​линейные зависимости пре​образовать в ли​ней​ные.


1. Показательная функция у = АBx. Про​ло​гар​иф​мируем зависимость lg(у) = х lg(В) +  lg(А), по​ла​гая В' = lg(В); А' =  =lg(А); х = q; z = lg (у), по​лу​чаем  z = В'q + А'.


2. Дробно-линейная зависимость у = (Ах + В)-1. Вве​дем новые переменные z = 1/у;  q = х и получим z = А’q+В’. Заметим, что В' ( В и А'  ( А.


3. Логарифмическая зависимость у = А ln(х) + В. Ес​ли ввести новые пе​ре​мен​ные q = ln(х) и z = у, то опять по​​лучим линейную зависимость z = Аq + В; А и В ос​та​лись без изменений.


4. Степенная зависимость у = АхB. Пусть А > 0 и В > 0, тогда ло​га​риф​ми​ру​ем lg(у) = lg(А) + В lg(х) и, заме​няя переменные z = lg(у); А' = lg(А); В' = В; q = lg(х), получаем линейную за​ви​си​мость z = А' + В’q.
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 Рис. 7.2. Эксперимен�таль��ные данные из таблицы с вы�де�лен��ными точками х0 и х8 для построения ре�грессии раз�ны�ми метода�ми:    - точ�ки, на�не��сенные согласно экс�пе�ри�ментальным дан�ным;     -выбранные для рас�че�тов точ�ки х1 и х8;      - точки, по�лученные на графике для оп�ре�де���ле�ния Y*ар, Y*геом и Y*гарм
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